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AF Lax Plur DCN DELE LOL B P XR WE T 21 世纪 . 

回顾 过 去 的 一 个 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作 为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 .数学 
正 罕 破 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 渗透 .并 越 
来 越 直 接地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作 出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 .因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 十 而 言 ,不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 习 数 
学 ,了 解数 党 和 运用 癌 学 .现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 来 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 供 培 . 

另 一 方面 .20 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 该 门 科学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 抽象 化 的 道路 . 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 芍 数 学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 .这 样 ,提高 数学 的 
TELE ,就 成 为 一 种 当 孝 之 急 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
平 相应 并 且 是 数学 本 平 提高 的 基础 . 贿 着 中 国 现代 数学 研究 与 
教育 的 长 足 进 步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 60 年 
代 , 华 罗 庚 、 吴 文俊 等 一 批 数 学 家 亲自 动手 撰写 的 数学 通俗 读 
物 ,激发 了 一 代 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 .改革 开 
放 议 来 ,我 国 数 学 界 对 传播 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 ,但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 相 比 尚 有 差距 .我 国 数 学 
要 率先 赶 超 世 界 先 进 水 平 ,数学 普及 与 传播 方面 的 赶 超 及 是 一 
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可 少 的 . 

《通俗 数学 名 着 译 从 》 的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 、 引 进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世 界 先进 水 平 的 宏伟 工程 贡献 力量 .从 书 的 选 题 计 划 ， 
是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 上 讨 
论 确 定 的 .所 选 著述 ,基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 .受到 公众 
好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 出 介 
绍 当代 数学 的 重 太 成 就 与 应 所 ;有 的 特 循 普 诱 启迪 数学 思 纵 与 
RAT WASTER ARR ER RS 
4 RATER A Sy RG, OR RUD CP BUR ROIG 
WHERE ENE ER, 

丛书 的 读者 对 象 ,力求 吓 位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 .为 此 外 节 
中 适当 纳入 了 不 同 蝴 次 的 作品 ,以 使 包括 大 、 中 学 生 :大 、 中 学 教 
师 ;研究 生 ; 一 般 科技 工作 者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 ， 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 , 本 丛书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众 多 的 大 树 , 一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 隔行 如 隔山 之 感 ,也 需要 涉 痢 其 
他 分 支 的 进展 .了 解数 学 不 辐 分 支 的 联系 、 

殴 要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 详 著 尤 其 是 
科普 译 著 的 出 版 并 不 景气 .在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 社 按 
照 国际 版 权 公 约 ,不惜 耗 资 购 买 版 权 , 组 织 翻译 出 版 这 套 《 通 俗 
数学 名 著 译 处》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 .参加 本 丛书 
翻译 的 专家 学 者 们 ,自愿 抽出 宝 跨 的 时 间 来 进行 这 类 通常 不 被 
算 作 成 果 但 却 能 帮助 公众 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 益 工 作 , 同 
样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 ， 

像 这 样 集中 地 翻译 、 引 进 数 学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 . 
值得 高 兴 的 是 ,这 项 工作 从 一 开始 就 得 到 了 数学 界 许多 人 士 的 
链 同 与 支持 .特别 是 数学 大 师 陈 省 身 先 生 两 次 为 从 书 题词 ,使 我 
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E .我 们 热切 希望 广大 读者 继续 关心 .扶植 这 项 工作 ,使 《通俗 数 
学 名 著 译 从 出 版 获得 更 大 的 成 功 . 

让 我 们 举 手 迎 接 数 学 科学 的 新 的 黄金 时 代 , 计 公众 了 解 , 喜 
爱 数学 ,让 数学 走 进 千家 万 户 ! 


《通俗 数学 名 著 译 从 》 编 委 会 
2001 年 8 月 


“R (shh) ,似乎 是 人 们 司空 见 惯 的 东西 ,“ 数 " (shh) 几乎 是 
入 人 者 掌握 的 一 门 最 简单 不 过 的 技能 .可 是 你 想 过 没有 ;在 物质 
世界 中 存 不 存在 抽象 的 数 ? 我 们 祖先 是 怎样 创造 (发 现 ?) 自然 
数 的 ? 为 什么 在 一 段 很 长 的 时 期 里 许多 学 者 拒绝 负数 ? 为 什么 
当 古 以 来 .总 有 一 些 数学 家 就 是 不 接受 无 理 数 ? …… 数 学 旅行 
家 循 着 历史 的 足迹 " 铎 访 " 了 众多 的 凡人 与 智者 ,试图 探索 在 数 
的 发 展 道路 上 隐藏 的 秘密 ,从 而 对 上 述 问 题 作出 解释 .对 数 感 兴 
趣 的 人 不 妨 跟 着 本 书 去 做 一 次 旅行 ,去 领略 数 王国 的 奇 阅 与 半 
&. 

本 书 导言 部 分 、 第 工 章 至 第 7 章 由 囊 钩 翻译 ,其 余部 分 由 喜 
ESER a a T 


译 者 
2000 Æ 11 月 


本 节 的 出 版 得 到 了 很 多 人 的 帮助 .我 要 特 列 感谢 我 的 那些 
在 一 起 工作 的 朋友 ,他 们 耐心 地 阅读 了 和 手稿 并 提出 了 不 少 宝贵 
的 建议 ,他 们 是 玛丽 “爱德华 兹 (Marie Edwards), 46 € Hi- & Eh 
(Bruce Taylor), 4h xk - H iE # (Linda Shephard), 菲 利 斯 - 兰 伯 特 
(Phyllis Lambert) 41 77 HUS - 4 14 Er (Brian Herbert) .我 还 要 感谢 
PARSE RRR EE WERE P eg X S dk 
RBS ET RS. 


这 是 一 本 关于 数 的 书 . 但 本 书 并 不 仅仅 讲述 正经 八 百 的 数 
尝 . 数 学 确实 要 研究 数 , 同 时 , 数 的 应 用 跟 信 类 的 经 验 与 感 过 交 
织 在 一 起 ,以 至 谈论 数 的 方方面面 将 深入 触及 太 量 人 类 本 性 中 
非常 神 税 的 东西 .本 书 确实 包含 数学 的 内 容 , 但 也 涉及 人 类 学 、 
生物 学 .心理 学 ,解剖 学 .历史 学 和 哲学 . 

人 类 一 直 被 称 为 “使 用 工具 的 猿 ",“ 使 用 火 的 猿 " 和 “会 说 话 
的 猿 ". 杖 而 应 该 更 恰当 地 称 我 们 为 “会 计数 的 猿 ”. 数 和 计数 渗 
透 进 我 们 的 文化 ,无 处 不 在 .如 果 你 愿意 PHRF BRA 
何 数 或 计数 的 社会 是 什么 拌 的 .我 们 跟 数 已 经 充分 协调 一 致 ,可 
以 用 它 来 计时 我们 生活 中 的 每 一 种 现象 ,我 们 在 住 的 街道 旁 标 
上 门牌 号 码 , 我 们 第 此 打 电 话 要 用 到 数 一 一 电话 号 码 . 我 们 的 货 
币 ,还 有 我 们 的 日 历 和 钟表 都 是 以 数 为 基础 的 .今天 早 苦 我 醒 来 
后 翻身 看 了 看 数字 式 钟 , 它 告 诉 我 明 6:45. 我 想起 今天 是 17 
号 ,这 提醒 我 必须 付 110 美元 的 汽车 款 . 当 我 吃 早 饭 时 ,我 从 牙 
音 机 的 97.3 光 赫 的 频道 中 听 到 股票 市 场 上 升 了 i eR 
天 (其 他 大 也 一 样 ? 就 这 样 开 始 了 .为 了 在 现代 社会 中 生活 ,我 们 
担 依 靠 数 . 

经 济 . 我 们 的 技术 和 和 科学 全 都 依 顿 于 我 们 对 于 数 的 使 用 ,这 
种 依赖 性 反映 太 我 们 时 旱地 就 向 孩子 们 介绍 数 ;在 我 们 教 他 们 


做 的 第 一 批 事情 中 ,有 一 件 就 是 怎样 数 到 10. 当 有 人 提起 数学 [1] 


一 一 数 的 研究 时 ,其 至 荐 最 初期 的 入 门 ,成 千 上 万 的 美国 人 会 感 
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时. 但 他 们 当中 有些 人 去 拉 斯 维 加 斯 通宵 达旦 地 玩 一 种 数字 相 
加 的 游戏 一 二 十 一 点 牌 戏 ,或 者 ,他 们 玩 祥 数 游 戏 一 一 一 种 掷 
RRR FRE TF AT RE RK Be GR” k ER 
他 们 把 两 救急 子 上 的 点 数 加 在 一 起 ,然后 计算 该 走 多 少 步 . 如 果 
他 们 正好 走 到 别人 的 领地 中 ,他 们 必须 算出 租金 数 . 如 果 该 地 产 
EAER IRPH NRE TE. ENERE M 
加 加 减 减 ,用 数字 作 计 算 . ATA E R. A ER 
数学 索然 无 味 ,但 事实 上 ,无 论 是 玩 游 戏 、 预 支 政府 支票 或 玩 股 
票 , 人 人 和 们 很 喜爱 数 ， 

如 林 我 们 确实 对 于 数 有 一 种 神秘 的 嗜好 ,那么 看 来 大 家 会 
喜欢 这 本 书 .我 们 从 研讨 自然 数 开 始 我 们 的 骨 险 一 一 那 是 些 我 
们 首先 要 学 会 去 数 的 数 , 也 就 是 一 .二 ,三 ,四 ,等 等 .所 谓 的 “等 
等 ", 意 思 是 我 们 可 以 永远 地 数 下 去 而 绝 不 会 到 达 最 后 一 个 数 . 

自然 数 是 人 类 发 现 的 第 一 种 数 . 他 们 用 这 种 数 所 做 的 第 一 
BR (shi). EH ] 章 里 ,我 们 将 给 计数 下 个 定义 , 热 后 研究 
和 人 脑 中 实施 计数 的 那 一 部 分 .接着 .我 们 将 考虑 计数 与 数 有 了 多 
长 的 历史 ,它们 最 初 是 如 何 使 用 的 (第 2 章 ). 在 第 3 章 , 我 们 将 
考虑 是 否 还 有 其 他 物种 也 会 计数 .在 第 4 章 中 ,我 们 会 看 到 最 早 
的 农夫 所 使 用 的 数 , 以 及 美 宕 不 这 米 亚 人 和 埃及 人 使 用 的 最 早 
用 文字 记录 的 数 .然后 .我 们 将 回顾 中 国人 和 美洲 土著 人 蛙 期 对 
于 数 的 贡献 (第 5 章 ). 接 下 去 我 们 将 弄 清 楚 古 希腊 人 首先 遇 到 
但 在 其 后 两 千 多 年 没有 解 开 的 一 个 大 秘密 一 一 这 秘密 最 终 导致 
了 奇妙 的 无 理 数 . 在 第 了 章 , 我 们 将 介绍 负数 及 我 们 现在 使 用 的 
印度 - 阿拉 伯 数 字 - 之 后 我 们 准备 看 -一 看 无 穿 大 的 概念 以 及 这 
一 概念 如 何 影 响 了 我 们 对 于 数 的 信念 (第 8 章 ). 至 此 ,我 们 也 将 

21 随 着 数 的 演进 充分 解 开 无 理 数 这 个 秘密 (第 9 童 ). 然 后 我 们 将 
充分 发 挥 想像 力 并 去 发 现 一 些 奇 妙 的 超越 数 , 例 如 区 这 些 
数 都 相当 奇特 ,对 于 每 一 个 这 样 的 数 ,我 们 都 不 能 把 它 完 全 二 下 
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来 (第 10 章 ). 接 于 去 我 们 将 研究 一 种 全 新 的 数 , 即 复数 ,它们 在 
科学 和 工程 中 被 广泛 使 用 (第 11 章 ). 跟 着 出 现 的 是 我 们 介绍 的 
最 后 一 种 数 一 一 超 服 数 { 第 12 章 ). 在 第 13 章 中 ,我 们 停 下 来 考 
虑 一 些 了 不 起 的 能 嘎 扎 嘎 扎 地 咀嚼 数字 的 怪物 . 据 此 ,我 们 还 将 
准备 从 哲学 角度 考虑 一 于 数 ( 第 14 章 ) .在 最 后 一 章 , 我 们 将 回 
Bü 20 世纪 的 贡献 ,考虑 救 学 在 21 世纪 将 走向 何方 ,从 而 结束 我 
们 的 旅行 (第 15 €). 

自然 数 与 我 们 的 文化 联系 得 如 此 紧密 ,以 致 在 研究 它们 时 ， 
我 们 实际 上 看 到 了 人 类 历史 的 缩影 .这 是 一 段 充 满 了 惊异 .奇妙 
fuck Em E. 

尽管 我 们 中 的 大 多 数 信 一直 对 于 数 的 重要 性 满不在乎 ,但 
随 着 时 光 的 流 遂 ,一 些 人 已 经 认识 到 数 所 起 的 作用 .在 公元 前 四 
HEIg,.-—(£ oy X = dE B SE 28 a Bt ( Philolaus of Taren- 
tum ) 的 希腊 人 说 过 : 


实际 上 ,风能 被 了 解 的 东西 都 有 一 个 数 与 之 对 应 ,因为 
没有 这 些 [ 数 ] 就 不 可 能 用 心 督 领悟 和 认识 任何 事 
the oU 


fi A By UE UE SE K a te A (Plato) FU RE IE R TI 
RP EGE Poe te TT AR ERE MARS ES 
HÆ Up SEE dir (Socrates ) fu — (t AA 48 F FL (Glaucon) $5 xb i£ 
时 ,柏拉图 表述 了 雅典 入 对 数 的 着 法 : 


苏 格 拉 底 ， 一 切 算 术科 计算 都 必须 跟 数 有 关 吗 ? 
FIL: 是 的 . 
FRR: 它们 看 来 能 把 心 等 引 人 向 真理 ? 
W33U: 是 的 ,以 一 种 非凡 的 方式 .3 


那么 本 书 的 论点 是 什么 ? 阅读 这 本 关于 数 的 书 , 我 们 又 起 
对 我 们 自身 增加 什么 理解 呢 ? 本 书展 示 了 :元 . 因 而 数学 ,是 我 
[3] 们 本 性 的 构成 要 素 ; 没 有 数 , 我 们 就 不 能 发 挥 人 的 功能 . 
Tu BC EE RRR PREM RRS EEA Gp pO ux RPM 
点 :我 们 大 多 数 人 都 在 计数 ,在 绝对 必要 时 做 着 加 法 或 减法 ,但 
广 面 言 之 的 数学 却 是 大学 象牙 塔 里 的 那些 长 胡 坚 老者 从 事 的 神 
秘 和 匆 当 , 它 对 我 们 的 生活 ,对 于 我 们 的 家 庭 或 我 们 的 职业 并 不 那 
A^ GEGEN Ge ELITS TE ROTE Rb. 
本 节 将 正视 这 些 对 立 面 . 它 将 表明 数学 深 深 地 埋 在 我 们 的 
机 体内 ,以 至 不 被 察觉 .这 对 帮助 我 们 定义 自身 是 有 积极 意义 
的 .要 是 有 一 天 我 们 能 到 其 他 还 还 的 本 和 阳 系 良 行 ,去 访问 其 他 高 
智能 的 生物 ,他 科 可 能 会 问 " 你 们 是 谁 妆 我 们 将 履 微 地 说 六 我 们 
(4) 是 计数 器 ,我 们 了 解数 .” 
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计数 与 数 在 人 的 白 然 本 性 内 隐藏 得 有 多 深 ? 计数 是 我 们 的 
注 在 充分 进化 后 上 所 获得 的 小 小 技能 吗 ?” 它 是 完全 依赖 于 文化 学 
igna? 或 者 ,计数 是 深 埋 于 脑 中 的 “有线 春 件 " 的 功能 ? 计数 
真 的 对 人 类 那么 要 紧 , 以 到 成 为 我 们 遗传 基质 中 的 -一 个 部 分 ? 
换 句 话说 ,我 们 到 底 是 怎样 计数 的 ? 


词 iC 

在 开始 我 们 美妙 的 冒险 旅行 之 前 ,让 我 们 先 花 几 分 钟 时 间 
FRBRIR TAYE .每 当 我 们 想 更 精确 地 父 流 思想 时 ,总 会 促使 我 们 去 
定 闵 新 的 术语 或 以 更 确切 的 方式 重新 定义 老 的 术语 .这 能 增进 
入 们 之 间 的 理解 ,无 论 他 们 从 事 的 是 特殊 的 技艺 ,技术 还 是 科学 
工作 .然而 ,专业 化 的 词汇 也 可 能 把 有 兴趣 学 习 新 技术 或 科学 的 
大 拒 之 门 外 . 一 些 自己 开业 的 人 ,如 医生 .精神病 医生 和 律师 ,已 
经 济 到 渡 责 ,他 们 各 自制 造 一 种 全 新 的 语言 ,目的 只 是 不 让 爱 和 
闲事 的 局 外 人 接近 他 们 的 行业 .我 们 不 会 对 此 说 三 道 四 

数学 确实 包含 着 大量 专门 的 定义 以 增加 交流 的 精确 性 .我 
们 的 做 法 是 在 需要 的 时 候 提 供 那 些 新 的 术语 ,但 我 们 将 总 是 去 


学 习 那 些 简单 的 而 不 是 复杂 的 或 绕 着 弯 的 陈述 方式 .通常 ,新 概 [s] 


念 并 不 难 学 ,只 是 奇特 的 新 闻 汇 让 人 感到 卫生 .我 们 的 目的 是 增 
加 大 家 对 数 的 理解 ,而 不 仅仅 是 学 一 些 新 词 . 当 引 进 一 个 数学 术 
语 时 ,我 们 将 给 出 一 个 简短 易 慌 的 定义 .我们 不 会 引入 不 是 必须 
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为 了 对 什么 是 数 有 个 正确 全 面 的 理解 ,我 们 首先 研究 自然 
数 . 白 然 数 是 我 们 最 熟悉 的 数 ;是 我 们 数 ishi) 数 时 用 的 数 ; 一 、 
二 .三 .四 、……: .省 略 号 意 昧 着 我 们 能 继续 数 下 去 ,和 想 数 多大 都 
17; 用 数 本 身 来 数 (shii) 是 没有 极限 的 .当然 ,由 于 我 们 只 能 在 时 
间 人 允许 的 范围 去 数 , 所 以 在 现实 中 数 出 的 数 是 有 限 的 .有 时 自然 
数 被 叫做 “整数 "或 " 正 整 数 " :尽管 这 二 个 说 法 等 价 ,我 们 通常 还 
Æ BRK AY ESE BR”. 

At FRA SPRAYS. SFR a La Re XE 
时 ,我 们 说 的 十 基数 (Cardinal number) .一 -组 对 象 的 汇集 被 数学 
家 们 称 为 一 个 集会 .因此 , 旭 果 我 人 有 -- 甸 苹果 共 十 一 个 ,这 组 
苹果 的 基数 芭 11, 这 一 组 十 一 个 于 果 就 是 一 个 集合 .集合 中 的 
单个 对 象 叫做 元 素 (element) .因此 ,每 个 苹果 就 是 这 个 鞋 果 集 
合 中 的 一 个 元 素 . 

基数 : 表明 -- 个 集合 中 有 窗 少 单个 对 象 的 数 . 

RG: 一 组 对 象 的 汇集 . 

AR: 集合 中 特定 的 单个 对 象 

MRA BB EBS PREM ABE EAA. EE 
种 问题 :停车 场 内 有 和 多少 辆 汽车 ? AIR HOR TU Edi mro SE a? 
我 的 表 弟 威 尔 福 德 和 他 的 太太 马 维 斯 有 儿 个 护 子 ? 所 有 这 些 问 

下 面 我 们 来 给 数 的 第 二 种 用 法 下 定义 . 它 是 显示 事物 的 相 

[16] 对 次 序 的 . 当 你 去 咖啡 馆 买 你 特别 喜欢 的 波 希 米 亚 咖 啡 时 ,你 发 

现 排 着 长 队 . 要 等 和 多久 才能 轮 到 你 呢 ? 你 拿 到 一 个 号 写 着 47， 
你 还 注意 到 叫 导 牌 上 显示 :现在 轮 到 35 号 ." 这 里 , 数 47 并 不 
告 拆 你 一 个 集合 里 有 多 少 个 对 每 ,但 计 你 知道 你 相对 于 其 他 人 
所 处 的 位 置 .在 你 前 面 还 有 二 二 位 顾客 .于 是 ,47 展 击 了 在 一 个 
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数 的 序列 中 你 的 序号 .这 一 类 数 就 是 序数 (ordinal number}. 

我 们 通常 用 到 很 多 序数 .你 的 街 址 就 是 序数 .这 不 是 指 房 
屋 .人 或 任何 集合 中 元 索 的 个 数 .而 只 是 指明 你 的 房子 在 城 里 你 
所 在 的 街区 中 相对 于 上 其他 房子 的 位 置 .只 要 和 你 在 讲 表 明和 事物 的 
相对 位 置 的 数 , 你 就 在 谈 序 数 . 

Fee. 指明 一 集合 中 其 一 元 素 的 相对 位 置 的 数 . 

数 的 第 三 个 用 法 在 于 进行 简单 的 识别 .它们 是 所 谓 的 标 础 
Ji (tag number). {BER EAR (sha) HA PHBH TR, ,也 
AS zs ROS OE SE Tb ER ABE 
确认 由 电话 号 码 组 成 的 集合 中 有 多 少 个 电话 号 码 ,也 不 用 显示 
你 的 电话 导 与 其 他 电话 号 的 相对 位 置 .社会 安全 导 是 标 合 数 . 绝 
大 包 数 公共 汽车 线路 数 与 飞机 航班 号 也 是 标 码 数 , 然 而 我 们 并 
不 真 的 对 标 码 数 感 兴趣 ,因为 这 类 数 仅 侈 起 到 和 名字 的 作用 .在 任 
何 情况 下 ,一 个 名 字 总 是 可 以 用 数 来 代替 的 .因此 ,下 面 的 内 容 
我 们 只 涉及 序数 与 基数, 而 不 去 管 标 码 数 .和 白 然 数 可 用 作 基 数 和 
序数 .之 所 以 能 用 作 基 数 是 央 为 他 们 能 标示 集合 中 元 素 的 个 数 . 
它 人 [能 用 做 序数 是 因为 每 一 个 自然 数 在 数 的 序列 中 都 有 唯一 指 
定 的 位 置 .5 总 基 位 于 4 之 后 与 6 之 前 .因此 ,自然 数 是 有 序 的 . 


计数 的 几 个 特征 
从 童年 时 代 起 ,我 们 就 被 教会 使 用 自然 数 了 .父母 教 我 们 数 


每 当 说 出 一 个 数 之 后 ,父母 就 去 竹下 一 个 手指 .我 们 觉得 这 是 很 [7] 
开心 的 游戏 并 很 快 学 会 了 模仿 他 们 .不久 我 们 就 能 按 正确 的 顺 
序 说 出 表示 数 的 词 :一 ,二 .三 .四 、…… -然而 , 仪 仅 控 正确 顺序 
说 出 这 些 词 还 不 是 计数 .计数 需要 知道 得 更 多 : 它 要 我 们 回答 
“多 少 个 "这 样 的 问题 .我们 的 父母 在 这 方面 也 帮助 我 们 .你 妈妈 
把 三 块 积木 堆放 在 你 面前 .“ 宝 贝 ,起 多 少 ? 多 少 块 积木 2" 她 尽 
力 合 你 数 出 它们 .最初 你 可 能 只 会 把 它们 和 弄 得 东 一 块 西 一 块 的 . 
3 一 一 


但 你 最 终 学 会 了 .在 你 数 的 时 候 , 你 能 指 着 东西 说 出 其 正确 
你 说 出 的 “ 数 ”. 你 理解“ 多少 "这 个 概念 了 吗 ?” 如果 你 还 很 小 ,大 
概 不 理解 . 然而 你 .上 学 之 前 的 某 一 天 ,你 好 像 理解 了 “ 众 物 ” 
Cmanyness) 的 集合 . 尤 共 是 当 你 姐姐 说 她 没有 拿 走 玩具 兵 时 ,你 
却 知道 少 了 一 个 ,因为 你 已 经 数 过 它们 了 . 

说 到 这 里 ,我们 应 该 停 下 来 对 计数 这 个 词 握 拱 一 个 附加 的 
词 .你 可 能 学 会 了 做 上 县 体 的 计数 .你 会 舒 着 -- 个 个 手指 说 出 正确 
的 数 词 .现在 我 们 引入 一 个 数学 家 所 心爱 的 术语 Bk At 
(mapping) . 74 4j A ABT, ER LE— 1 FAS e E e Tia] R 
ARSE PUR EIU IRI iL, sk ECRSERE [6] -— PE dE ULIS - 
词 . 这 就 是 一 对 一 的 方法 .每 根 手 指 得 到 它 自己 的 一 个 数 词 ,而 
且 仅 有 一 个 .数学 上 管 这 叫 一 -- 有 映射 ,这 是 我 们 计数 过 程 的 要 害 
所 在 . 

—— 4} (one-to-one mapping) :对 一 个 集合 (如 ,手指 ) 的 每 
一 个 元 素 ,确切 地 指定 第 二 个 集合 {如 , 数 词 ) 的 一 个 且 仅 有 一 个 
元 素 与 之 对 应 . 

在 你 童年 的 某 一 个 时 期 ,大 约 是 两 内 到 五 岁 之 间 吧 ,你 在 思 
维 方面 有 了 巨大 的 长 进 ,因为 你 学 习 了 数学 中 你 将 厨 到 的 两 个 
最 难 的 概念 .你 学 会 用 汇集 或 集合 来 想像 事物 ,并 理解 了 每 个 焦 
合 里 包含 的 众 物 , 它 申 基数 来 确定 .你 知道 不 同 的 集合 可 能 有 同 

[8] 样 的 基数 ,也 可 能 有 不 同 的 基数 .你 学 习 了 计数 的 方法 从 而 能 发 

现 集合 的 正确 的 基数 .这 本 身 也 构成 了 一 个 由 技能 组 成 的 汇集 ， 
你 觉得 奇怪 吗 ? 

现在 我 们 叮 以 来 问 那 个 基本 的 问题 了 ;我 们 怎样 计数 ? 用 
的 是 什么 样 的 思维 过 程 ? 大 脑 的 村 一 部 分 被 挫 活 了 ? 脑 中 是 天 
有 一 个 特殊 的 区 域 米 产生 这 种 活力 ? 这 是 纯粹 通过 学 习 得 到 的 
技能 还 是 我 们 继 基 来 的 遗传 技能 ? 我 们 在 计数 时 使 用 了 词汇 ， 
那么 语言 对 计数 来 说 是 必须 的 吗 ? 
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一 个 完整 的 计数 过 程 依 靠 三 项 活动 .首先 我 们 想 要 去 回答 
“有 和 多少" 这 个 问题 .我 们 已 经 确定 了 一 个 集合 并 希望 知道 其 中 
有 多 少 事物 .下 两 项 活动 是 同时 发 生 的 .我 们 依次 用 手指 般 着 或 
指 着 集合 中 的 每 一 个 元 素 并 说 出 适当 的 表示 数 的 词 .指点 与 说 
出 正 兢 的 数 词 当然 就 是 我 们 所 做 的 映射 这 一 行为 .这 一 行为 完 
成 时 我 们 即 说 出 了 最 后 的 数 词 一 一 我 们 寻找 的 那个 基数 ,于 是 
我 们 的 计数 过 程 就 完成 了 .因此 ,我 们 需 和 蓝 做 的 是 (1) 想 知道 有 
多 人 少 ,(2) 依 次 般 措 或 指点 , (3) 依次 说 出 数 词 .看 来 ,大 脑 中 用 来 
计数 的 那些 部 分 包括 :负责 进行 抽象 的 区 域 以 及 实现 持续 的 运 
动 功能 和 语言 功能 的 区 域 . 

有 时 我 们 并 不 真 的 用 手指 来 指点 ,而 只 用 眼 生 从 一 个 物体 
移 向 男 一 个 物体 .不 过 ,移动 服 睛 也 是 持续 的 运动 .在 这 种 情况 
下 我 们 只 是 中 断 了 指点 与 触摸 市 继 以 腿 睛 的 移动 .有 时 我 们 并 
不 说 出 数 词 而 只 是 想 着 它们 

我 们 是 理 己 经 确定 了 对 于 计数 而 言 所 必须 的 最 少 的 活动 ? 
如 果真 是 这 样 , 我 们 便 可 以 假定 计数 是 依赖 于 语言 的 ,因为 在 我 
们 能 对 任何 东西 计数 之 前 必须 学 会 数 词 . 国 此 ,计数 可 能 是 在 有 
了 语音 之 后 (或 者 说 不 在 其 前 ?获得 的 一 种 技能 . 

是 天 存在 一 种 不 依赖 语言 的 计数 方式 呢 ? 如 果 存 在 ,那么 
这 种 计数 的 方式 可 能 比 现代 快速 的 说 话 能 力 太 要 占 老 ,因此 它 
可 能 并 不 依赖 于 大 脑 中 与 语言 有 关 的 区 域 . 

EAR + HET HS (Karl Menninger } HJ Cfr is] R BY FFAS : BAG xc 
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在 他 的 书 中 , 梅 宁 稿 指出 非 语言 的 计数 和 不仅 可 能 ,而 且 对 于 早期 (91 


人 类 来 说 几乎 肯定 是 有 的 .直到 20 世纪 ,一 些 原 始 部 落 只 使 用 
两 个 数 词 ; 一 和 二 外 ,对 其 他 的 都 一 概 叫 做 “多 ”. 然而, 这些 部 东 


TD ”我 这 里 用 "原始 "一 词 ,表示 这 些 部 落 六 化 的 状态 a BS 
员 的 身体 特性 ,所 有 生活 在 今天 的 人 部 是 现代 人 类 . 


[19] 


中 的 个 体 通 常 要 记录 财产 集 台 中 元 素 的 数量 . 仅 有 数 词 "一 "和 


“不 能 数 清 三 PSK, PRR TRER FAIR 
产 一 一 特别 是 当 姥 产 中 包括 食物 , 迹 项 物 或 防备 融入 的 安全 护 
划一 一 的 数量 的 需要 ,强烈 地 市 激 了 人 们 雪 记 录 集 合 的 基数 .如 
S “个 不 诚实 的 邻 人 在 夜里 偷 了 你 的 牛 而 你 一 无 所 知 , 这 无 异 
FAL AO AMA SCA 与 挨 饿 的 危险 之 中 

梅 宁 格 指出 ,有 一 些 康 始 部 落 , 像 斯 里 兰 卡 岛 上 的 瓦 达 
‘Wedda) 部 落 ,不 通过 将 数 词 与 元 素 间 的 映射 来 计数 ,而 是 通过 
用 小 棍 或 其 他 物品 跟 元 素 间 的 映射 来 计数 .因此 ,在 数 一 批 椰子 
组 成 的 集合 时 , 瓦 达 部 落 人 为 每 一 只 椰子 分 派 一 根 小 很 . 数 完 
后 .他 手中 的 一 上 棍子 就 是 椰子 “ 数 " .他 不 能 告诉 你 他 有 和 多少 椰 
子 , 四 为 他 不 知道 表示 这 一 束 横 的 基数 的 数 词 ,但 他 能 拿 出 这 一 
SAI CIBC Beo" BK RR. 
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持 认为 ,真正 的 计数 应 该 理解 数 的 序列 (一 ,二 ,三 ,四 ,……. f 
知道 如 何 用 它们 去 计数 .但 是 对 于 无 达 部 落 人 人 来 说 ,我 们 把 他 们 
的 行为 视 作 真正 的 计数 还 是 某 种 “小 棍 计 数 "是 无 所 谓 的 .他 们 
关心 的 是 用 小 棍 来 映射 椰子 而 得 到 这 批 椰子 正确 的 基数 ,因而 
回答 了 “有 多 少 ? "的 问题 .通过 回答 这 个 问题 ,他 能 够 说 明 他 所 
拥有 的 孝子 , 牛 及 其 他 财产 .他 通过 并 不 需要 用 语言 的 巧妙 技能 
完成 了 这 一 切 . 

这 种 简单 的 “小 棍 计 数 " 需 要 什么 技能 呢 ? 第 一 ,部 落 人 应 
该 面 对 集 合 有 "多 "这 个 抽象 概念 .也 就 是 他 看 到 了 不 同 的 物 项 
(例如 单个 椰子 或 其 他 事物 ) 的 汇集 并 认识 到 它们 有 一 个 共同 的 
性 质 .他 认定 它们 是 一 些 对 象 的 集合 并 想 说 明 其 “多 ”的 性 质 , 第 
二 ,他 应 设计 出 一 组 蕊 妙 的 行为 把 每 一 根 小 棍 和 每 一 只 椰子 之 
间 形 成 映射 .这 一 系列 的 步骤 只 有 全 部 完成 之 后 才 有 意义 ,因为 
这 一 过 程 中 任何 的 中 断 都 会 导致 各 子 的 错误 基数 .所 以 他 不 是 
只 设计 如 何 开始 这 一 系列 映射 ,而 是 从 一 开始 就 设计 好 去 完成 
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这 一 系列 步骤 ,以 到 达 终 点 并 给 出 他 想 要 的 结果 . 

各 种 计数 活动 是 在 大 脑 中 的 什么 地 方 进行 的 呢 ? 为 了 回答 
这 个 问题 ,只 要 说 说 小 棍 计 数 与 现代 计数 两 者 都 发 生 在 人 的 意 
识 活动 中 就 很 有 吸引 力 .找到 意识 活动 处 于 人 脑 中 的 位 置 , 你 也 
就 找到 了 计数 的 源泉 .然而 , 朝 这 个 方向 探索 ,我 们 很 快 就 走 进 
了 死胡同 ,事实 上 ,确认 我 们 所 谓 的 意识 活动 距 脑 中 特定 的 位 置 
相对 应 的 研究 已 困扰 了 科学 家 许多 年 ;在 考察 大 脑 受 损伤 的 病 
例 后 ,许多 料 学 家 已 得 出 结论 ,大 脑 中 没有 一 个 单独 的 部 分 负责 
意识 活动 ,实际 上 , 埃 里 希 : 哈 特 (Erich Harth) TE RNC 8 85 
口 了 Windows on the Mind) 一 书 中 提出 ,意识 活动 是 存在 于 整个 
神经 系统 的 现象 . 


我 们 的 感觉 的 直接 性 ,以 及 防 立 的 皮质 无 力 维 持 意识 
活动 告诉 我 们 :意识 的 范围 超出 了 头颅 ,可 能 到 达 身 体 
MAR BH ESI DY 


H FARR Sh OS ER BI e — Ab, Pr a at OP 
FFP AT TPE BE LE TFE EAN. RAR Ea EE 
察 大 脑 的 结构 并 努力 去 发 现 我 们 的 计数 能 力 可 能 出 自 何 处 . 

大脑 如 何 进 行 计数 

从 所 周知 ， 大 脑 是 我 们 的 头盖骨 内 部 多 水 分 的 一 团 组 织 ， 
它 人 负责 控制 我 们 的 各 部 分 机 体 ， 并 为 我 们 的 思维 提供 根据 地 , 【11] 
脑 组 织 确实 是 一 个 糊 状 眸 胶体 ， 比 水 密度 稍 大 --- 些 ， 如 果 把 它 
摆 在 桌 上 ， 可 能 在 自身 的 重量 作用 下 破裂 ， 脑 中 的 主要 细胞 足 
KEI 120 全 个 神经 元 或 神经 细胞 (图 1). 120 亿 是 多 天 呢 ? 神 
经 元 的 数 基 比 地 球 表面 的 人 人 类 的 总 数 (55 亿 ) EE, Ua 
河 系 中 的 恒星 数 G 000 亿 ) 少 ， 也 比 我 们 的 国债 《超过 4 万 
亿 ) fb. 每 个 神经 元 由 三 部 分 组 成 : 一 个 细胞 体 ， 一 系列 称 为 
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酸 状 突 的 分 支 纤 维 一 一 从 其 他 神经 元 接受 电信 和 号， 以 及 一 条 轴 
BE ETHE HIS EUA A CREARI Hi fa SK UA. 就 
神经 元 之 问 的 连接 来 说 ， 单个 的 神经 元 能 直接 跟 由 千 甚至 五 千 
个 其 他 神经 元 交换 信息 .3 
MOPPELTE 1: , 脑 可 以 料 略 地 分 为 三 个 部 分 : 脑 干 (brain stem), 
dA (cerebellum ) At CBB AY 33  J& (neocortex ) [图 20.39 T BRE AR 
在 计数 方面 的 作 有 几 , 我 们 将 集中 研究 新 皮层 的 部 分 , 它 是 实行 记 
[12] 忆 .学习 和 各 种 智力 技能 的 场所 ,同样 也 是 诸如 视觉 .听觉 和 语言 
功能 等 重要 功能 的 驻 在 地 .新 皮层 的 外 表面 叫做 芯 白 质 , 它 是 由 
一 皇 忆 个 神经 元 组 成 的 薄 薄 的 一 层 . 姑 白 质 中 紧密 地 布 满 神经 
JG. ERAS RAE Ra =H oe 
PRUE. BCR — ARCU T3 MOTT BG od eB EE Pa 
BIRR A PARC BZ 2f R , Du] eur ec EO Daa XE SE — du 
慨 如 我 们 能 指 着 脑 上 的 某 个 小 罕 起 说 :这 就 是 你 的 计数 能 
力 所 在 之 处 ”, 那 就 太 好 了 .但 脑 是 一 个 极端 复杂 的 器 宫 ,我 们 根 
本 无 法 徽 到 这 一 点 ,这 既是 不 幸 又 是 万 幸 . 部 分 脑 功能 看 起 来 集 


> Poen 


图 1 和 大脑 的 神经 细胞 包括 细胞 体 PSE A tb Ss 7 ARE A 
把 俏 号 传递 区 其 他 神经 元 的 轴 罕 . 
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图 2 人 脑 , 额 叶 前 部 应 质 和 吉 斯 特 曼 综合 荔 区 都 与 计数 有 着 紧密 的 
联系 . 


中 在 一 些 特定 的 区 域 ,而 其 他 功能 似乎 分 布 在 新 皮质 中 的 很 大 
的 区 域内 .例如 ,研究 表明 ,许多 记 扎 与 脑 的 某 些 特定 区 域 联系 【13] 
在 一 起 ,而 有 些 记忆 则 较 分 散 . 它 们 会 因 受 到 伤害 而 齐 减 却 又 不 
会 完全 失去 .记忆 削减 的 程度 与 受到 伤 汗 的 大 小 -一 斤 . 

跟 数学 有 关 的 区 域 在 哪儿 ?哪个 区 域 或 哪儿 个 区 域 是 专门 
用 于 计数 的 ? 对 这 些 问 是 我 们 没有 确切 的 答案 ,但 可 以 任 理 智 
伐 些 猜想 .神经 病 学 家 为 了 理解 脑 基 如何 工 作 的 ,已 对 一 些 脑 伤 
病人 做 了 详细 的 研究 .1 尽管 这 些 研究 有 时 得 出 互相 矛盾 的 结 
论 , 但 我 们 还 是 能 够 引出 一 些 一 般 性 的 结论 . 

与 左 于 球 相 比 ,人 脑 的 右 半球 常 以 更 加 同步 的 方式 活动 , 它 
涉及 直接 的 视觉 ,空间 关联 感 及 运动 技能 . 脑 的 右 半 部 分 有 先天 
损伤 的 孩子 有 时 没有 能 力 去 意识 出 现在 他 们 视觉 范 团 内 的 一 组 
捉 物 ,或 去 奋 解 “多 ”的 概念 .这 种 鉴别 事物 的 “多 "的 能 力 是 人 生 
来 谎 有 的 ,不 用 学 .因此 ,大 脑 右 半球 对 于 计数 起 着 决定 性 的 作 
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用 ,因为 计数 的 第 一 步 就 是 看 出 一 个 集合 具有 “多 "这 种 性 质 . 

即使 语言 是 党 会 的 , 它 也 与 脑 的 特定 区 域 相 联系 .语言 受 脑 
的 新 皮层 左 半边 的 控制 (尽管 右 半 边 也 有 一 些 语言 能 力 ) . 左 半 
边 还 与 一 些 有 序 的 功能 相 联 系 , 诸如 计划 与 实施 一 系列 的 活动 . 
它 也 控制 着 符号 表征 和 抽象 的 过 程 ; 所 以 一 般 认为 它 具 有 数学 
运算 功能 ,因为 后 者 在 性质 上 就 是 符号 的 与 存 序 的 .特别 要 注意 
脑 的 左 半边 的 一 个 区 域 ( 图 2) ,如 果 它 被 伤害 了 ,会 引发 吉 斯 特 
蜡 (Gerstmann) 综 合 症 ,这 种 综合 钙 使 病人 瑞 失 指认 自己 手指 的 
REJI ,使 得 五 指 无 法 活动 .除了 手指 失 动 以 外 ,病人 还 会 左右 不 
分 , 背 失 进行 简单 的 算术 运算 的 能 力 . 

初 看 起 来 , 谤 指认 手指 与 进行 算术 运算 有 联系 做 乎 很 奇怪 . 
但 是 在 幼儿 时 期 ,我 们 学 习 数 数 就 是 靠 有 大 指点 着 我 们 的 每 一 
根 手 指 同 时 说 出 数 词 .因此 ,在 我 们 的 手指 ,计数 和 数 词 的 声音 ， 
以 改 从 一 棚 手指 到 下 一 根 手 指 的 用 手 操作 的 技能 之 间 建 立 起 了 
牢固 的 联系 ， 

一 些 神经 病 学 家 ”指出 ,计数 与 计算 技能 存在 于 我 们 的 脑 
的 最 前 部 的 一 个 区 域 , 它 称 为 额 叶 前 部 皮质 . 脑 的 这 部 分 帮助 控 
制 感情 ,并 给 我 们 以 责任 感 ,对 过 去 和 未 来 的 时 间 意 识 以 及 计划 
未 来 行为 的 能 力 . 有 些 额 呈 前 部 爱 损 伤 的 病人 丧失 了 计算 能 力 . 
讨 数 包含 按 计划 进行 的 巧妙 的 活动 ,因此 这 一 区 域 的 任何 损伤 
都 会 妨碍 这 样 的 活动 . 

那么 关于 计数 发 生 在 人 人 脑 中 哪 一 部 分 的 最 终 答案 是 什么 
昵 ?现在 尚 无 确实 可 靠 的 管 案 . 但 有 一 点 是 肯定 的 , 即 有 不 同 的 
区 域 跟 我 们 所 说 的 对 于 察觉 数 .计数 和 计算 这 些 技能 有 关 . 右 脑 
识别 那些 直接 被 我 们 的 视觉 感到 的 多 个 物件 并 给 我 们 以 “ 密 "” 的 
意识 . 额 叶 前 部 皮质 能 使 我 们 筹划 进行 计数 工作 . 靠 左 脑 半球 的 
后 部 ,我 们 把 手指 与 计数 联系 起 来 . 当 这 一 切 发 生 时 ,我 们 让 左 
脑 中 管 语言 的 部 分 介入 进来 产生 数 词 .利用 脑 的 这 些 不 同 功 能 ， 
我 们 和 便 能 竹 着 指头 按 正确 的 顺序 说 出 数 词 来 . 


我 们 是 如 何 学 习 计 数 的 ? 


在 这 一 章 的 开始 ,我 们 提 到 了 什么 是 数 和 我 们 如 何 利用 数 . 
在 人 脑 的 领域 里 漫游 了 一 鼻 之 后 .我 们 并 没有 就 我 们 是 如 何 计 
数 的 问题 给 出 任何 清楚 明定 的 答案 .但 基 我 们 肯定 已 吉 深 了 对 
我 们 的 计数 与 计算 技能 的 复杂 性 质 的 理解 .最 后 ,我 们 来 考虑 我 
们 当初 是 如 何 获 得 计数 技能 的 . 

当 我 们 降生 时 ,我 们 脑 中 神经 元 的 所 有 触 罕 或 联络 还 没 形 
成 .神经 元 相互 联络 的 过 程 持 续 到 我 们 六 上 岁 时 .这 一 成 长 过 程 包 
含 着 几 百 万 或 几 十 亿 神 经 细胞 突然 长 出 轴 窒 而 与 其 他 细胞 相 
连 . 最 初 ,我 们 左右 两 半球 脑 的 功能 差别 不 大 .只 是 在 发 育 到 适 
当 程 度 , 某 些 功 能 才 在 一 边 或 另 一 边 安家 . 当 这 种 发 育 过 程 进 行 
时 ,父母 正在 试 善 教 我 们 数 煞 . 显然 YER TT Lt, FRAT 


还 不 能 学 这 个 ,因为 我 们 的 脑 还 不 够 大 ,已 经 完成 最 终 连 接 的 神 [15] 


经 元 还 杰 少 .但 是 大 约 在 两 岁 或 两 岁 半 时 ,我 们 就 开始 把 不 同 部 
分 联结 起 来 从 而 导致 计数 的 行为 和 对 于 数 的 意识 . 

我 们 开始 这 么 做 是 有 两 个 条 件 的 .首先 ,我 们 的 运动 肌 与 言 
语 技 能 已 发 育 到 能 让 我 们 坐 下 来 并 听 父 母 说 话 .第 二 ,父母 中 的 
一 位 和 我 们 一 起 坐 在 地 上 , 拿 起 我 们 的 一 只 手 说 :* 看 ,这 是 你 的 
手指 ." 然 后 他 她} 开始 和 触摸 着 我 们 一 根 根 手指 说 出 相应 的 数 
词 .“ 一 ,二 ,三 .下 面 你 来 做 做 看 ." 这 种 行为 是 学 来 的 ,因为 如 果 
没 和 人 教 , 我 们 就 不 会 去 学 数 数 .当然 ,正如 前 面 提 和 到 过 的 , 某 些 原 
始 部 落 人 不 会 数 超过 二 的 数 ,因为 在 他 们 的 文化 中 设 有 这 种 需 
要 . 

我 们 在 两 岁 到 四 上 岁 之 间 学 习 数 烙 , 这 是 一 种 奋斗 ,并 不 是 唾 
手 可 得 的 .说 这 是 奋斗 ,主要 是 因为 我 们 的 脑 还 处 于 发 育 之 中 ， 
还 因为 焦 虚 的 父母 可 能 会 不 自觉 地 表现 出 他 们 担心 我 们 的 智力 
枝 不 到 标准 .所 以 他 们 往往 把 我 们 推 向 能 力 的 极限 ! 正 如 很 多 美 
爱 该 子 的 父母 所 做 的 那样 ) .起 初 ,计数 是 一 种 非常 审 镇 的 行为 ， 


我 们 费力 虹 记 住 正确 的 数 词 并 指 着 适当 的 手指 说 出 来 .这 种 审 
异 的 行为 让 额 叶 前 部 皮质 控制 着 .经 过 充分 的 实践 之 后 ,我 们 记 
作 了 数 词 , 那 是 我 们 的 词 江 里面 一 个 有 明显 特征 的 部 分 .并 对 每 
一 个 数 产生 了 长 期 的 联想 记忆 .这 些 联 想 记 忆 包 括 对 每 个 数 的 
声音 . 讽 觉 形象 改动 作 的 记忆 .此 外 ,每 个 数 都 引起 对 序列 中 的 
下 一 个 数 的 联想 { 例如 当 我 们 说 “三 "时 ,自动 联想 到 下 一 个 数 是 
“由 站 .最 初 ,这 些 记 忆 都 是 很 强 的 ; 慢 烛 地 ,声音 记忆 占 了 统治 
地 位 .于 是 ,我 们 掌握 了 正确 的 .说 的 数 词 ,而 写 的 数 词 和 阿拉 伯 
数学 ~- 般 是 在 上 学 后 才学 会 的 .与 数 相 联 系 的 动作 记忆 是 由 手 
指 的 动作 指点 得 来 的 .就 是 成 年 后 这 种 联系 仍 牢 转 地 保存 
下 来 : 当 我 们 心里 数 数 时 ,经 常会 下 意识 地 依次 触及 拇指 和 其 余 
的 手指 . 当 数 数 最 后 蛮 为 一 种 自 劲 行为 时 ,这 些 长 期 的 联想 记忆 
就 坐落 在 我 们 的 大 脑 新 皮层 的 不 同 部 位 . 

[16] 即使 我 们 是 通过 学 习 才 会 计数 的 ,我 们 仍然 看 到 使 我 们 学 
会 计数 的 脑 的 那 部 分 功能 态 是 我 们 的 生物 遗传 的 一 部 分 .此 外 ， 
计数 时 的 第 一 个 行为 , 淘 问 有 多 少 对 象 出 现在 视野 内 ,看 来 对 所 
有 的 人 都 是 由 遗传 得 来 的 ,因而 人 人 有 之 .因此 ,对 于 通过 计数 
(和 数 ) 来 回答 的 “有 和 多少" 这 个 基本 问题 ,是 个 深 垣 在 人 类 本 性 

.37] 中 的 一 个 问题 . 


PRATER TEAR FAB Ra seo EK. RT E 
大 类 近期 才 获 得 的 技能 ,那么 我 们 可 以 得 出 结论 ;计数 毕竟 跟 我 
全 的 本 性 没有 紧密 的 联系 .相反 ,如 果 计 数量 占 老 的 , 蕉 至 可 议 
志 调 到 大 类 诞生 前 的 祖先 ,那么 我 们 就 会 断定 ;计数 是 大 性 的 一 
个 给 成 部 分 ,正如 语言 和 制造 工具 一 样 显 人 类 的 基本 技能 . 

计数 要 比 有 记载 的 上 历史 古老 得 者, 我 们 不 能 说 是 公元 前 
1103 年 7 和 丹 2 H , JE 9 THE WEBS E Br $3 59 ( Rajamman) ZE UH T iT 
数 , 秆 把 它 教 给 村 里 入 ,计数 比 这 时 得 多 .由 于 它 起 源 于 史前 , 因 
此 我 们 必须 去 重 构 我 们 正史 前 的 进化 过 程 ,然后 猜测 计数 技能 
MY HE BOHR FATHI. ER TD BB PC E OE PSE. BOAR SE 
操作 技巧 找 出 -一 个 集合 的 基数 的 小 棍 计 数 方 法 和 利用 数 词 的 现 
Harmon. 


我 们 的 远 祖 
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猩猩 PATE JERA KEI, OK A PE ER ERY 
近亲 .在 这 四 者 中 ,黑猩猩 通常 被 认为 最 接近 于 大. 加利福尼亚 (19] 
大 学 们 克利 分 校 的 阿 伦 - 咸 尔 进 (Allan Wilson) FIG VE - 973 2K 
Mane-Claire King) 比较 了 人 和 黑猩猩 的 蛋白 质 ,发 现 只 有 
1% AN [a], HOR 99% BY AE I 48 I8] . Be TETA Op a 


的 . 跟 其 他 物种 有 区 别 方面 ,表现 出 高 水 平 的 普通 吞 商 .在 试验 
类 人 和 猿 能 多 快 认 出 镜子 中 自己 的 像 时 , 震 猩 猩 是 最 快 的 ,其 次 是 
猩猩 ,位 居 第 二 的 是 可 怜 的 大 猩猩 ,它们 在 试验 中 完全 失败 了 . 

大 是 已 知 的 唯一 真 扑 能 计数 的 物种 , 即 利 用 小 框 计数 或 数 
辣 计数 .来 正确 地 选 定 一 个 集合 的 基数 .所 以 ,计数 的 起 源 时 间 
应 该 比 物种 进化 线 上 分 有 成 人 和 类 人 猿 的 时 间 点 晚 一 些 . 另 一 
方面 ,计数 又 要 比 大 约 五 下 年 前 起 源 于 中 东 地 区 的 书面 语 古 老 . 
册 此 ,计数 起 源 的 时 间 段 应 划 在 从 猿 进 化 到 人 与 公元 前 3000 年 
之 问 . 正 如 我 们 将 看 到 的 ,这 一 时 间 有 跨度 非常 大 . 

阿 伦 : 威 尔 进 和 交 森 特 - 沙 利 严 (Vincent Sarich , tE TE [B Fe 
利 ) 指 导 开 展 了 一 项 确定 人 与 类 人 猜 的 蛋白 质 的 异同 的 研究 ,以 
确定 这 一 进化 分 叉 是 在 多 入 以 前 发 生 的 .0 他 们 得 出 了 一 个 已 
被 许多 人 类 学 家 接受 的 结论 ;人 和 类 人 人猿 的 分 及 在 五 .六 自 万 年 
前 就 发 生 了 .在 那 以 后 ,我 们 的 蒋 的 体积 就 达到 了 黑猩猩 的 三 
fh ,神经 元 的 数目 也 是 它 的 两 悦 . 因 此 主要 的 相同 是 我 们 的 脑 的 
居 积 ,尤其 是 大 脑 新 皮层 的 尺寸 .正如 我 们 先前 说 的 .大脑 皮层 
是 理解 计数 的 关键 . 

紧 靠 在 进化 线 上 我 们 和 类 人 猿 共同 的 祖先 之 后 的 又 是 什么 
ME? 我 们 发 现 了 外 观 有 些 像 猿 . 又 与 人 类 在 相似 之 处 的 动物 化 
石 碎片 ,它们 是 如 此 之 多 ,以 至 我 们 还 不 能 一 -一 考证 出 它们 的 起 
源 . 幸 和 运 的 是 ,人 类 学 家 已 把 它们 分 类 成 若干 组 ,每 一 组 都 具有 
不 同 的 特征 ,显示 从 动物 的 智力 向 现代 人 的 智力 平稳 演进 的 过 

20] 程 .所 有 这 些 既 像 类 人 人 狼 又 像 人 的 动物 称 为 狂人 . 

最 上 古老 的 猿人 是 非洲 的 南方 十 猿 (Australopithecines) ,它们 
的 化 石 距 今 大 约 四 百 万 年 到 一 自 五 十 万 年 .可 见 , 我 们 的 这 些 同 
类 延续 了 很 长 时 间 二 再 五 十 万 第 .这 一 记录 可 谓 荐 我们 的 
HR. 

南方 吉 独 是 什么 样 的 呢 ? IPRA AURA EE 
要 特征 是 ,他 介 ] 能 以 直立 的 姿势 行走 ,这 是 向 人 类 转变 的 第 一 个 


Hg ffl TR BE) 身高 不 足 五 黄 尺 , 体 重 不 到 九 十 磅 ,大 
概 在 家 庭 和 特有 的 群体 内 共享 食物 ,家 庭 结 构 有 核心 成 员 ,可 能 
按 和 性 中 分 担 劳 动 .然而 ,尽管 有 这 坚 行 为 ,他 们 的 脑 的 体积 仍然 
与 类 人 猿 的 大 体 相 仿 一 一 平均 为 450 立方 厘米 ,而 黑猩猩 是 
400 立方 厘米 .大 猩猩 的 是 500 立方 厘米 .没有 信人 信服 的 证 据 
说 明 南 方 古 铬 具有 晚期 猿人 的 特征 制造 工具 , 吃 肉 ,使 用 
X ,做 衣服 , 埋 车 死者 或 创造 符号 艺术 .了 了 南方 古 祝 最 重要 的 特 
点 是 脑 的 容量 还 不 够 大 .这 就 决定 了 它们 没有 能 力 使 有 多 少 ?” 
这 一 问题 概念 化 并 创造 出 找到 解答 的 方法 ,因此 ,我 们 可 以 断定 
他 们 并 不 计数 . 

大 约 在 上 距 今 二 百 万 第 至 一 下 五 十 万 年 立 间 ,东非 出 现 了 一 
种 新 的 猿人 叫 能 人 (Homo habilis) , 或 “手巧 的 人 ”,(homo 在 拉 
丁 语 中 的 意思 即 *" 人") .用 这 个 和 名字 称 呼 他 们 是 很 有 道理 的 , 因 
为 他 们 会 制造 石 帮 .这 是 他 们 比 起 南方 古 猿 最 主要 的 进展 . 另 
Sh, fi. fl 189 Boi HE da zr eK BS 450 立方 厘米 要 大 得 黎 , 达 到 750 
SETS FIOR . 3x dé — T A MGE B9 Hf n, (E rx Ho Vp Ey Dj, db AL 
(RE d Ze ed I AR ER LSEHdA EOL 
左右 .对 他 们 的 牙齿 的 考证 表明 teI TREIE oh & SR —— RE 
SE ,而 不 像 晚期 猎人 那样 吃 杂 食 . 我 们 还 设 克 到 他 们 用 火 、 制 衣 
和 创造 艺术 的 迹象 .不 过 , 较 大 的 脑 和 会 制造 工具 是 大 大 向 前 近 
进 的 标志 . 

有 设 有 证 据 告 诉 我 们 ,能 人 使 用 了 某 种 计数 方法 呢 ? 确实 
没有 .能 人 像 他 们 的 祖先 一 样 , 牛 活 在 非洲 东部 或 南部 ,那里 不 


变 的 气候 使 得 一 年 到 头 可 以 采集 食物 .他 们 吃 果实 ,并 不 需要 [21] 


时 时 积累 贮存 食物 .没有 证 据 表 明 他 们 住 在 永久 性 的 营地 里 ,这 
种 国定 的 营地 是 与 私有 财产 的 积累 联系 在 一 起 的 .没有 财产 ,加 
上 上 稳定 可 靠 的 食物 来 源 , 他 们 大 要 不 需要 计数 .尽管 他 们 的 脑 比 
南方 古 外 的 大 ,但 没有 证 据 证 明 他 们 已 有 了 快速 的 发 声 语言. 
大 约 一 再 五 十 万 年 前 ,进化 发 生 了 重要 转折 ,出 现 了 直立 人 


( Homo erectus ) , fiii] 的 历史 -A iE 300 000 年 前 . HAAR 
Be Ae BU ae A 5 PE a AES TARE: 

。 有 比 能 人 大 得 多 的 脑 

* FERA EZART 

。 会 使 用 火 

* 从 非洲 迁移 到 欧洲 和 亚洲 

- AFER OE RKA ETE RE 

。 建造 了 隐蔽 处 

。 植物 与 肉 类 都 吃 ( 杂 食性 ) 

从 二 面 的 -一览 表 中 可 以 看 出 ,直立 人 比 之 南方 古 鲁 和 能 人 
有 了 引入 注 有 日 的 进 此 .他们 脑 体 积 的 增加 县 有 本 质 意义. 由 于 直 
ACER ff (ERY 120 万 向 发 后 过 明显 的 变化 ,所 以 他 们 的 文 
化 拼 分 成 早期 直立 人 和 晚期 直立 人 两 个 时 期 .早期 直立 人 的 脑 
体积 比 能 人 的 750 xr 7p HOKCA , YEER] 900 立方 厘米 {图 3). 


图 3 ki- tEA A CRugene Dubois) P 1891 JE ÆR PEU) E ALERTE 
HELA PULO. rca) EO RIO RET 这 一 -版 骨 
fi 5-24 450 000 年 ,其 脑 的 体积 达 900 or AMOK. ES REE E 
Jn BEAR EAR A OE) 


BAIE X xA part A 1 100 立方 厘米 ,接近 了 现代 人 脑 的 
平均 体积 :1 400 or WK. 

直立 人 制造 的 工具 比 能 人 的 有 了 改进 ,并 且 已 相当 复杂 ,使 
试图 模仿 其 能 力 的 现代 人 类 学 家 须 经 数 月 的 实践 ,才能 熟练 地 
制造 直立 人 的 工具 .有 证 据 表 明 直 立 人 建造 了 简单 的 降 蔽 处 ,能 
人 是 没有 这 种 技能 的 ,然而 查 立 人 在 技能 方面 最 有 意义 的 进步 


是 驯化 了 火 . 这 太 概 经 历 了 五 十 万 年 的 时 间 , 妓 从 -一 百 五 十 万 年 122] 


前 到 一 百 万 年 前 .在 直立 人 掌握 火 的 使 用 时 期 ,他们 也 迁移 出 了 
非洲 而 进入 有 重 节 性 气候 的 欧洲 和 亚洲. 

黄 至 直立 人 的 外 貌 也 比 其 祖先 更 像 现代 人 ,他们 要 比 能 人 
高 ,平均 超过 天 英尺 ,具有 一 张 相当 平 的 脸 . 他 们 的 头 更 大 也 更 
六 了 ,但 眉 上 骨 傍 明显 隆起 ,而 且 有 倾斜 的 前 额 ,如 果 你 在 等 火车 
时 看 到 一 个 穿 西 服 的 直立 人 ,你 可 能 会 怪 怪 地 看 全 一会儿, 但 最 
终 会 略 过 他 .相反 ,如 果 你 看 到 南方 十 猴 或 能 人 站 在 月 台 上 ,你 
可 能 会 给 动物 管理 处 打 电 话说 那里 有 一 只 和 逃 出 答 子 的 猿 . 

直立 人 之 所 以 能 由 非洲 迁移 到 欧洲 和 和 亚洲 ,很 可 能 与 他 们 
会 使 用 火 , 能 建造 隐蔽 处 和 杂食 有 关 . 在 严峻 的 气 收 条 件 下 , 火 


和 隐 需 处 帮助 他 们 度 过 寒冷 的 冬季 .此 外 , 当 果 实 和 蔬菜 在 秋天 23) 


消失 后 ,他 们 会 猎取 肉食 并 在 户外 冷藏 .没有 火 .隐蔽 处 和 网 ,很 
难 想像 猿人 能 在 离开 非洲 持续 温暖 的 气候 条 件 下 存活 . 

真 立 作 会 计数 吗 ? 现在 还 设 有 证 据说 明 直 立 人 有 快速 的 发 
声 诸 言 ,因此 ,他们 并 不 能 掌握 现代 的 数 闻 计 数 广 法 .但 他 们 会 
不 会 用 小 棍 计 数 呢 ? 这 是 个 相当 难 的 问题 .确实 ,要 具有 数 的 意 
识 ,不 一定 要 有 语言 ,因为 动物 与 人 两 者 都 有 数 的 意识 . 戴 
HE- E- EHE David FE .Smith) 在 数学 史 》 中 评论 道 : 


众 疡 周知 的 例子 是 儒 哑 儿 通 过 观察 自己 的 手指 获 祥 了 
数 的 知识 ,这 其 至 发 生 在 人 有 们 教 他 计数 之 前 .这 告诉 我 
们 , 数 的 概念 的 产生 不 这 等 待 说 的 语言 的 出 现 , 所 以 时 


A AR A d i oh e 65 dp dn db ial“ a”? 


S XE CS ET Be A EB ÉD A BR. E gd 
ik, ET Se a EAT TR. BA FRENE, dee 
fi 389 ETE HOS 4a Sb Ae BOB BS Fd SS. A CE SA AG 
“RET READ B BEHESEUNET BSG ITA eA RO A REOR FERAE E 
立 人 的 脑 体 积 接 近 现 代 人 .第 二 ,他 们 成 功 地 制造 出 复杂 的 工 
上 县 .为 了 制造 工具 ,你 必须 计划 好 一 系列 的 动作 ,最 后 得 出 符合 
愿望 的 产品 .当然 这 正 是 把 小 棍 、 坚 果 或 卵石 对 应 到 物体 的 一 个 
集合 所 需要 的 脑 的 一 种 功能 . 

直立 人 迁 称 出 气候 温暖 的 非洲 ,进入 季节 性 气候 的 欧洲 和 
亚 湖 .为 了 在 寒冷 的 冬季 存活 ,直立 人 当然 要 由 存 食物 ,这 可 能 
是 促进 用 小 棍 计 数 的 第 -一 个 由 环境 产生 的 上 庄 力 . 共 他 一 些 问 题 
也 可 能 刺激 计数 的 发 展 .到 下 一 个 居住 地 需 走 多 少 大 ? 还 差 多 
少 天 到 满月 ( 屠 时 他 们 能 在 夜 问 打猎 )? ERE SE I BLA 
$8 T 

我 们 在 缺乏 直接 证 据 的 情况 下 推测 :直立 人 大 概 开 发 了 用 

[24] [v TIAS E BE TIGRE e LCD ESO OG it PEERS URL LR [IE FH 
K EAR TER BRE ER AR. A RP RE — FT GNI 
发 直立 人 的 所 有 部 落 的 ; 它 的 发 展 可 能 是 经 历 了 不 平常 的 曲折 
道路 .也 许 它 在 若干 地 区 的 发 展 是 消失 了 又 重 新 开始 的 .如果 某 
个 幸运 的 考古 学 家 偶然 发 现 广 能 为 此 提供 确 滑 证 据 的 直立 人 的 
遗址 ,那么 我 们 就 能 立刻 解 开 这 个 谜 . 到 那 时 我 们 再 来 仔细 考虑 
这 个 问题 . 

大 约 在 二 十 万 年 前 , 直 主 人 人 开始 请 失 .在 这 之 前 ,可 能 早 在 
五 二 万 年 前 ,- 一 种 新 的 猿人 出 现在 欧 . 韭 .、 亚 三 洲 . 引 他 们 叫做 尖 
人 (Homo sapiens) . 乔 人 超过 直立 人 的 主要 变化 是 ， 了 蚤 体积 增加 
到 接近 现代 人 的 1 400 3A BOK. SR AP AE AR EUR A fef] 
是 从 直立 人 向 我 们 的 过 渡 , 他 们 没有 充分 圆 的 头盖骨 .高 高 的 前 
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额 和 平坦 的 面 关 这 些 现 代 人 的 特征 . 

如 果 我 们 推测 的 直立 人 会 所 小 棍 计 数 正 确 的 话 , 则 知人 无 
ee AT EX BPR. UI AL PASEO Ae A BF 
RRA RET BRC FE BS PRE. HH FP AE FUE dE 
i vit ts EB FOB AS feo Ee YES ag cf 
PEF quf TER RAST 9S? 专家 们 在 这 -一 点 上 的 看 法 多 
种 多 样 ,但 -- 有 化 堆 为 他 们 并 不 使 用 我 们 这 种 快速 的 发 声 语言 .更 
而 ,有 有 证 据说 遇 ,他 们 在 有 限制 的 某 个 发 声 范 围 内 使 用 一 种 原始 
filu v 

现在 终于 讲 到 我 们 进化 的 最 后 一 个 阶段 :被 称 为 现代 人 
(Homo sapiens sapiens) B5 h 3€ . 最终 的 变化 涉及 我 们 的 太 脑 窑 
量 和 用 于 快速 说 话 的 发 音 清晰 的 喉头 及 喉 喀 . 除 能 制造 复杂 的 
工具 外 ,我 们 还 埋 大 死者 和 创造 艺术 . 

现代 人 何 时 首次 出 现 ” 对 这 --- 问 题 有 些 争论 . 考 二 学 家 已 
在 距 今 至 少 三 万 或 三 万 五 千年 前 的 遗址 中 发 现 了 现代 人 的 叔 化 
石 -然而 最 近 积 标的 证 据 表 明 现 代 人 要 古老 得 多 .考古 学 家 利用 


两 种 判断 狼人 遗址 年 代 的 有 争议 的 新 技术 已 确定 出 几 个 遗址 有 [25] 


十 万 年 的 历史 .如 果 这 一 结论 经 得 起 考验 , 则 现代 人 已 存在 了 大 
约 十 万 年 而 不 仅 是 三 万 五 子 年 

至 此 .我 们 最 好 的 猜想 是 :哲人 在 五 十 万 年 到 十 万 年 前 之 间 
向 现代 人 进化 .科学 家 们 推测 ,现代 语言 是 在 过 去 的 十 万 年 问 发 
展 起 来 的 . 它 大 概 发 端 于 围 着 短 火 歌唱 的 仪式 ,并 成 为 重 述 部 落 
历 实 和 文化 的 手段 ,十 之 八 九 ,大 约 在 十 万 年 前 , 当 我 们 开始 运 
用 现代 语言 之 后 的 某 个 时 候 , 数 词 计数 就 开始 出 现 了 . 


用 手指 和 身体 计数 


在 用 语言 计数 之 前 ,我 们 必须 考虑 -一 种 起 源 于 小 棍 计 数 ,或 
者 说 可 能 与 小 棍 计 数 有 联系 的 计数 方法 .与 现代 的 孩子 一 样 ,十 
代 的 计数 者 都 用 他 或 她 自己 的 手指 来 替代 小 要 OR BE Sk 


样 做 的 好 处 是 手指 用 起 来 方便 .手指 计数 也 有 两 个 本 质 上 的 不 
利之 处 :手指 的 数量 有 限 ( 印 便 你 斩 上 十 个 脚趾 ) ,而 县 不 太 好 用 
来 做 记录 . 旭 果 你 用 手指 计数 仲 出 了 和 八 捐 手 指 ,那么 要 你 吾 天 走 
动 时 伸 善 这 些 手指 ,作为 你 所 数 的 结果 的 记录 ,这 太 不 方便 了 . 
ie fie DEAR ORT ARETE Ue OA. 
‘这 里 ,我们 仍 假定 单个 使 用 者 没有 数 (sha) 的 抽象 概念 , 记 以 他 
ANT] fe “IE BC EAE Ba Be.) 
PTR A at AR AA AE AS 
种 手指 计数 的 方法 .就 是 现代 的 数 的 序列 被 定名 并 使 用 之 后 ,在 
各 种 形态 的 社会 中 大 们 依然 在 用 手指 计数 ,十 婴 马 人 用 这 种 六 
法 可 以 数 到 一 万 .甚至 到 了 今天 ,各 种 经 过 演化 的 王 指 计 数 与 手 
指 计算 的 方法 仍 在 使 用 , 当然 主要 是 普通 人 而 不 是 科学 精英 们 
在 用 .由 于 不 需 费 使 用 语言 和 文字 ,所 以 它们 可 能 跟 用 小 要 计数 
[26] 一 样 古老 .我 们 对 手指 计数 的 兴趣 并 不 限于 它 跟 小 棍 计 数 的 联 
系 , 它 还 体现 了 在 数 的 概念 片面 的 重大 进步 .前 面 我 们 定义 过 两 
种 数 :基数 和 序数 .基数 表示 集合 中 元 素 的 个 数 , 而 序数 表明 元 
素 在 集合 内 的 次 序 . 用 简单 的 小 棍 计 数 , 我 们 吴 能 得 到 基数 .最 
后 的 那 堆 石 块 或 那 束 小 要 表示 被 数 的 集合 的 划 数 ,我 们 并 没 因 
此 而 产生 次 序 的 意识 .之 所 以 我 们 不 能 发 现 序数 ,是 因为 小 根 与 
明石 被 看 成 是 相互 等 同和 可 以 交换 的 . 
然而 , 当 我 们 用 手指 计数 时 ,我 们 已 为 计数 潜在 地 附加 上 了 
次 序 . 每 根 手 指 是 不 同 的 ,它们 都 有 各 自前 各 称 , 当 在 计数 中 使 
用 时 ,它们 是 以 在 一 种 明确 的 次 序 下 被 数 到 的 .例如 ,世界 上 很 
多 地 方 的 人 把 左手 小 指 当 作 计数 的 第 一 根 手指 , 接 下 去 是 无 名 
指 ,再 下 面 是 中 指 . 这 向 我 们 暗示 了 -种 次 序 , 即 万 名 指 的 出 现 
是 在 小 指 之 后 和 中 指 之 前 ,正如 数 “ 二 "在 “一 "之 后 但 在 “三 "之 
前 一 样 . 内 此 ,手指 计数 为 将 序数 引入 数 的 概 食 提供 了 一 个 机 
会 -自从 我 们 能 按 确定 的 次 序数 手指 ,我 们 的 数 (sha)? 世 就 承继 
了 确定 的 次 序 , 于 是 数 的 序列 诞生 了 . 


用 身体 各 部 位 计数 (简称 为 体位 计数 ) 是 从 手指 计数 演化 而 
来 的 ,此 时 ,计数 的 人 先 指点 自己 的 手指 , 随 着 计数 数目 的 增加 
便 指 点 身体 的 其 他 部 分 .古老 的 体位 计数 的 遗迹 在 澳大利亚 和 
新 几内亚 的 部 分 地 区 都 发 现 过 -新 几内亚 岛 上 的 一 个 部 落 有 精 
心 设计 的 体位 让 数 方案 (如 表 1 tan)” 

当 我 们 有 了 证 一 群 猎 人 或 战士 采取 共同 行动 这 种 特殊 需要 
时 ,体位 计数 的 效用 是 显而易见 的 .在 围 狂 或 战斗 中 悄悄 靠近 猎 
物 或 敌人 时 ,这 种 不 发 出 声音 的 远 距 离 传 递 命令 或 信息 的 能 力 
非常 有 用 . 

手指 计数 与 伍 位 计数 曾 记 及 全 球 ,肯定 相当 古老 .它们 为 直 
数 同 时 也 为 序数 演变 为 抽象 的 真正 的 数 作 了 实质 性 的 准备 . 假 
如 我 们 问 一 个 农夫 他 的 篮子 里 有 几 个 苹果 ,他 可 以 用 手中 的 .- 
束 小 棍 来 回答 你 .只 看 到 这 一 东 小 棍 ,我 们 无 法 说 出 这 堆 华 果 的 


基数 ;最 好 的 办 法 是 去 摸 -- 下 它 有 老少 .但 是 如 果 他 根据 体位 计 【27】 


数 法 指点 他 身上 特定 的 部 位 , 谢 这 -个 手势 便 给 出 了 确切 的 基 

数 .我 们 可 能 没有 这 个 基数 的 名 称 , 但 却 立 刻 知道 它 是 多 少 . 通 

过 使 用 体位 计数 ,他 找 出 并 向 我 们 传 法 了 这 个 数 的 值 , 内 此 , 我 
表 1 己 布 亚 岛 土著 居民 使 用 体 位 计数 方案 实例 


1= 右 小 指 = RF 

2= 42438 13 = Ug 

3- Bl 14 = 左 耳 

4= 右 食指 15= Ix B 

5= 右 拇指 16= Afi 

6= GN 17- A 
7-3 18 = 左手 指 
8= 4/5 19 - Afris 
9-4H 20 = AR 
10= BR 21=A RA 


|t = #- ER 22 = 左 小 指 
| 
资料 选 白 卡尔 , 梅 宁 格 所 车 # 数 启 与 数 的 符号 (纽约: 字 佛 {Dover] 出 
版 社 ,1969),35 页 . 


们 使 知道 了 这 个 数 跟 其 他 数 一 一 即 表 示 数 的 身体 的 其 他 部 
fi 的 相对 关系 . 


使 用 词 的 计数 


对 人 而 言 , 用 表示 数 的 闻 来 计数 是 后 天 获得 的 抽象 行为 ,在 
使 用 小 棍 计 数 甚至 手指 计数 时 .我 们 还 没有 真正 的 抽象 的 数 LUI 
为 我 们 的 计数 过 程 是 机 械 的 ,并 不 需要 抽象 的 思维 . 另 一 方面 ， 
抽象 的 对 象 是 存在 于 思想 中 的 事物 .自然数 就 是 这 种 抽象 实体 
的 完美 例证 .但 是 如 果 我 们 所 做 的 就 是 把 弄 小 棍 , 用 它们 跟 集 合 
中 的 其 他 有 形 实 体 作 比较 ,那么 我 们 并 不 需要 抽象 的 思维 .一 旦 
我 们 用 一 个 声音 来 代表 一 个 数 ,那么 抽象 就 已 经 开始 了 .正如 我 
i| ELSE EERE B PU AR BB AY .总 是 要 让 人 咀 和 播 痒 的 走兽 中 的 

[28] 任 一 个 都 抽象 地 称 为 “ 狗 " 一 样 ,我 们 可 以 用 抽象 的 “二 ”表示 有 
一 对 元 素 的 任意 一 个 集合 .然后 我 们 用 声音 “二 "来 指称 这 样 的 
集合 . 

大 类 在 什么 时 候 最 终 决 定 用 词 来 代替 小 棍 . 贝 过 或 石 块 以 
指称 数 的 呢 ? 大 概 不 会 早 于 二 万 年 前 ,因为 那 正 是 快速 的 语音 
语言 最 早出 现 的 时 候 .然而 并 非 人 们 开始 使 用 语言 , 数 词 就 一 下 
子 普 及 了 的 . 数 词 的 发 展 很 缓慢 ,是 一 步 一 步 逐 渐 发 展 到 现在 的 
干 进 制 数 系 的 .事实 上 ,我 们 可 以 想象 数 词 的 演化 受到 了 耽搁 ， 
因为 现代 人 经 由 小 棍 与 手指 计数 已 获得 了 和 确定 集合 中 基数 的 完 
美的 方法 .他 们 为 什么 还 需要 数 词 呢 ? 

为 了 得 出 最 早 的 数 词 是 如 何 演进 的 某 种 看 法 ,让 我 们 来 看 
一 看 已 被 考古 学 家 研究 过 的 -- 些 现存 原始 部 落 的 计数 体系 .下 
如 我 们 已 经 指出 的 ,一 些 部 落 如 澳大利亚 的 土著 居民 ,在 现代 欧 
洲 人 第 一 次 遇见 他 们 时 ,还 不 能 用 超过 “二 ”的 词语 计数 .他们 
有 一 个 词 表 示 “ 一 ”,- 一 个 词 表 示 “ 二 ", 此 外 的 都 简单 地 称 之 为 
E” PHARM BRIA SE (Bergdama) 部 落 世 和 从 有 两 个 数 词 * 一 "和 
二“ ,其 他 的 都 称 为 “多 ”. 这 几 个 部 落 是 知 会 用 小 棍 计 数 未 见 记 


录 - 我 们 必须 二 分 小 心 , 不 要 认为 那些 部 落 对 于 数 的 全 部 理解 和 
应 用 只 局 限于 在 他 们 的 语言 中 有 数 词 表达 的 那 几 个 数 .正如 格 
PSL FB LAG (Graham Flegg) 在 《 数 :它们 的 历史 与 合 义 》 一 书 
中 阐述 的 : 


在 此 ,发 出 某 种 警示 是 重要 的 .我 们 不 应 该 像 部 分 者 去 
学 家 那样 知名 作出 结论 ,说 人 人 类 不 能 认 知 超出 他 们 前 
数 词 之 外 的 数 . 词 语 常常 是 伴随 着 手势 而 形成 的 .在 得 
出 一 般 站 论 之 前 ,两 者 都 应 适当 地 加 以 研究 .外 


在 非洲 .南美 洲 以 及 新 所 内 亚 , 其 他 许多 原始 部 落 也 只 有 两 
个 数 词 :一 和 二 ,但 这 两 个 数 词 可 以 组 合 起 来 使 用 ,用 于 数 更 多 
的 东西 , 即 折 谓 的 2 元 计数 制 .使 用 2 元 计数 制 时 ,我 们 只 要 简 
单 地 把 表示 一 和 二 的 两 个 数 词 适当 地 重复 几 次 即 可 .澳大利亚 
的 嘎 姆 加 尔 (Gumulgal) 部 落 提 货 了 -… 个 使 用 2 远 计 数 制 的 实 
例 . 所 他 作用 于 代表 一 的 词 是 "urapon” ,代表 二 的 是 “uakasar"” .他 [29] 
们 以 下 列 方 式 计 数 : 


1 = urapon("—") 
2 = ukasar(" 77") 
3 = ukasar-urapon( " — — —") 
4 = ukasar-ukasar(^ — — Z") 


5 = ukasar-ukasar-urapon(^ — — = — —") 
6 = ukasar-ukasar-ükasar(" — — Z — =”) 
XX HEB? (S H1RU 2 无 计数 体系 能 够 用 来 数 到 很 大 的 数 , EE 
们 通常 不 这 么 做 ,因为 表示 大 一 些 的 数 的 一 串 局 很 眉 就 变 得 很 
难 记 住 了 .2 元 计数 体系 的 使 用 者 常常 要 借助 手指 来 协助 词语 
计数 .2 元 计数 体系 的 发 展 因而 受到 了 限制 . 它 不 实用 ,并 且 很 


容易 被 简单 的 使 用 双手 手指 的 计数 方法 所 取代 .事实 上 ,用 词语 
的 2 抑 计数 制 的 效率 及 用 姓 比 小 入 计数 法 差 得 多 .使 用 小 很 计 
数 法 ,人 们 不 人 可 以 数 比 较 大 的 数 , 而 且 还 可 以 用 -一 东 小 入 或 一 
推 久 五 对 所 数 的 结果 作 平 永久 性 的 记录 .用 词语 计数 时 , 我 作风 
涪 完 最 后 一 个 数 词 , 它 好 全 就 消失 在 空气 中 本 . 

由 于 在 不 同 的 地 方 一 一 从 非洲 到 南 姜 洲 直 至 澳 太 利 开 ,都 
发 现 过 2 元 计数 制 的 使 用 ,这 引起 了 一 场 争论 , 即 2 元 计数 制 是 
在 各 大 洲 各 自分 别 演化 而 来 ,还 是 在 某 一 处 产生 表 忧 到 全 球 各 
地 的 .无 论 是 骂 种 情况 ,这 种 计数 制 无 疑 有 久远 的 历史 ,可 能 跟 
语 襄 本 身 一 样 占 疮 .到 了 上 晚 些 时 候 ,2 元 计数 制 演 变 得 更 复杂 
本: 包括 乘 以 某 个 数 而 得 到 更 大 的 数 .例如 ,姑且 指定 三 个 不 同 
的 词 代 表 ”一 ”二 "”“ 二 " ,而 "六 ”天 成 “二 -三 ”, 它 的 意思 是 用 
三 彝 二 而 不 是 二 加 三 .这 称 为 新 2 元 计数 制 ; 比 起 纯粹 的 2 元 计 
数 制 , 它 在 世界 上 更 多 的 地 方 被 发 现 , 不 过 这 些 地 方 通 常 与 使 用 
纯粹 的 2 元 计数 制 的 地 区 比邻 . 

数 词 发 展 的 下 一 个 阶段 是 5 元 计数 制 , 它 必定 是 受到 一 个 
于 上 的 于 指数 的 启发 而 形成 的 ,事实 上 ,在 一 些 使 用 5 元 计数 制 
的 原始 部 沙 的 语言 中 :超过 四 的 数 词 确实 画 成 手势 的 样子 ,用 于 
表示 手指 计数 时 相应 的 数 .5 元 计数 制 已 在 天 多数 洲 被 发 更 .在 

[30] 南美 洲 发 现 的 一 种 计数 方式 如 下 ; 


E" ERE” 
六 = * 另 一 只 手 上 的 一 指 " 
+ = “PRE” 


+ — = “JAE AS —BE” 


当 我 们 数 到 三 干 的 时 候 ,“ 整 个 人 "(这 里 指 十 根 手指 和 十 个 
脚趾 7 都 用 上 了 了 .2 
5 元 计数 体系 引伸 出 两 类 不 同 的 数 词 计 数 :5 - 10 计数 与 


5- 20173 .5 - 20 TEX EK 3& HT BB SE EL x 2 给 出 了 这 两 种 计 
数 法 的 一 般 方案 . 列 出 的 只 是 拇 次 增加 五 的 数 ;其 间 的 数 将 分 别 
加 上 类 似 的 数 词 . 

表 2 一 般 的 5-10 计 数 与 5 一 20 计数 法 方案 


5- I0 计数 5-20 计数 
l="? — “两 个 五” 

15 =“ 才 -和 和 五” “一 个 五 ” 

20 = "PR Tr^ LE 

23 "B i E-- TR “二 二 和 五 ” 

30 = "三 个 十 ” “二 十 和 两 个 五 ” 
35 =“ 一 个 二 和 一 个 五 ” “SH ha” 
40 = 四 个 十 ” “pS =” 


在 实际 应 用 时 ,上 述 两 种 体系 以 不 同 的 组 合 方 式 混用 .所 用 
的 词 通 常 是 单个 手指 、 身 体 某 些 部 分 .甚至 大 各 种 计数 手势 的 名 
称 或 名 称 的 组 合 . 我 们 在 现代 计数 体系 中 看 到 了 了 上述 方 法 的 痕 
迹 : 单 个 的 数字 我 们 称 为 digi, 而 这 个 词 调 源 于 拉丁 字 digiti, 后 
省 的 意思 起 手指 . 


作为 修饰 语 的 数 


当 最 初 给 数 选 定 词语 名 称 时 ,它们 并 没有 现在 所 具有 的 拙 
象 含义 .开始 它们 只 是 用 做 形容 词 来 描绘 被 数 的 客观 物体 .我 们 


还 能 在 现代 的 诸 言 中 看 到 这 种 痕迹 .说 同 红 ( 上 的 } 牛 ,我 们 立即 [31] 


AUB fed PO 3I EDI HA Ax BE" AFE" ,作为 表示 数目 的 形 
Si] PARAS HRA TEM. UL RS T BUEdELBUL" - RJ 
人 上 电 起 来 就 有 点 莫名 其 妙 了 ,修饰 两 个 人 的 合适 的 表 数 形容 词 

般 是 俩 ,一 -对 一双 (如 倘 人 ,一 对 夫妻 ,一 双 儿 妈 }) .土著 人 通 
常用 不 同 的 数 词 修饰 不 同 的 事物 .在 非洲 岛 ,土著 人 用 "baola" 描 
述 十 只 小 船 ,但 描述 上 只 邦子 却 用 *koro" . DRAR EE E dg 
的 土著 美洲 部 落 便 用 数 的 七 类 不 同名 称 来 计 不 同 种 类 的 东 


西 .3 在 不 同 的 语言 中 使 用 不 同类 型 的 数 词 ,表明 早期 的 人 类 试 
为 数 与 被 数 (shi) 事 物 之 间 有 紧密 的 联系 .在 《 数 词 与 数 的 符号 》 
中 ,卡尔 ' 梅 宁 略 解释 说 : 


这 些 数 类 的 存在 再 次 清 楷 地 显示 : 教 跟 客 观 对 象 的 联 
系 在 早期 人 类 的 观念 中 是 多 人 么 紧密 ,各 种 事物 对 于 霓 
有 和 多余 强 的 支配 作用 .它们 也 说 明了 原始 人 必须 克服 
&5 Ap Ay FE ZR, AAT A dc i BK 65 FR 9] AA iX 26 BE 46 85 
依赖 中 解放 出 来 ,还 要 创建 量 早 期 的 那些 数 10 


慢 慢 地 , 数 词 得 到 了 普遍 的 推广 ,uJ 以 用 来 对 更 多 的 容 观 对 
象 的 汇集 进行 计数 .这 使 得 有 可 能 将 数 当 作 纯 抽象 的 事物 来 考 
处 而 不 再 与 任何 客观 的 有 撒 实 体 相 联 系 .5 一 10 与 5 一 20 计数 
体系 为 我 们 今天 使 用 的 10 进 制 体系 提供 了 一 条 通道 .偶尔 也 有 
男 一 些 计数 体系 出 现 , 但 结果 都 是 被 淘汰 出 局 .以 12 为 基底 的 
体系 以 及 苏 美 尔 人 和 巴比伦 人 以 60 为 基底 的 体系 便 是 证 据 . 现 
在 ,使 用 10 进 制 计数 体系 是 地 球 文明 的 主流 . 


农耕 时 代 之 前 的 数 


大 类 出 现 后 的 太 部 分 时 间 里 ,我 们 的 祖先 都 是 住 在 山洞 或 
mat, AFRE E ,采集 鲜果 、 坚 果 及 块根 植物 . 称 这 种 生活 
方式 为 “狩猎 - 采集 "模式 十 分 恰当 :如 女 们 采集 可 作 食 物 的 植 

[32] 物 ,而 男人 去 猎取 动物 .最 后 的 十 万 年 间 , 他 们 可 能 使 用 小 棍 与 
手指 计数 ,因为 到 那 时 ,现代 人 类 所 具备 的 一 切 技 能 部 已 大 了 充 
分 的 发 展 ,生存 的 压力 必定 对 这 类 计数 方法 起 了 促进 作用 .那么 
使 用 两 个 和 五 个 数 词 的 体系 是 何 时 由 这 种 更 早 的 计数 法 演化 而 
来 呢 ? 

我 们 可 以 假定 “狩猎 - 采集 "模式 是 人 美 从 直 豆 人 一 一 最 初 
的 杂食 人 群 到 一 石 一 千年 前 农 震 时 代 出 现 之 前 的 生活 方 


FA. CHT aS BE IK— EE p SIAGURG-CORSR ee A 
成 一 的 和 牛 在 手段 ,以 至 它 延 续 了 这 么 攻 时 间 . 

当 我 们 设想 大 们 怎样 靠 狩 获 与 采集 为 生 时 ,我 们 很 自然 地 
会 想像 有 一 小 群 往 仿 今 的 . 身 着 兽 上 的 人 ,他 们 艰难 地 穿越 荒原 
搜寻 他 们 的 二 一 餐 饭 食 时 已 饥 肠 罚 久 .然而 ,研究 一 下 现在 的 迁 
猪 一 采集 者 就 会 发 现 , 他 们 组 成 的 群体 比 生活 在 城市 社会 中 的 
大 有 更 多 的 室 亲 时 间 , m BLUE 3 ER DI EAS (BL RR 19? t 
Sc E.A Te TAB eae RS - 3E SEC AE RB Ae GRE YE XR 
的 边缘 ,那么 他 们 的 这 种 生活 方式 怎么 能 在 一 百 五 十 万 年 的 时 
间 里 长 盛 不 衰 并 扩展 至 全 球 呢 ? 

有 一 个 流行 的 假设 说 ;人 人 人们--- 旦 了 诊 在 几 个 城市 中 并 灾 为 “ 文 
明 的 ”人 ,业余 时 间 就 变 得 充裕 了 .于 是 统治 者 们 ,牧师 们 或 公务 
大 员 们 便 在 这 些 空闲 时 间 里 发 大 文字 ,数学 和 科学 .如 果真 是 这 
样 ,为 什么 这 些 狩 猫 - 采集 者 没有 发 明 这 些 东 西 呢 ? 他 们 中 的 
许多 人 肯定 花 了 许多 时 间 围 个 在 一 起 讨论 周围 的 世界 上 他 们 没 
能 发 明 是 因为 那个 假设 是 错 的 .业余 时 间 并 不 会 启发 人 人们 去 搞 
发 明 创造 ,问题 才 是 激励 因素 .文字 .数学 和 科学 被 创造 出 来 尽 
夫 为 人 人们 表 到 了 需要 他 介 ] 来 解决 的 问题 . 

真正 的 农耕 业 ( 指 精心 策划 地 、 有 选择 地 播种 种 子 以 期 生长 
出 食物 ;大约 始 于 一 万 一 二 年 前 的 "肥沃 新 月 地 区 "(西亚 某 地 ). 
在 这 之 前 发 生 了 什么 事 呢 ? 我 们 拥有 的 关于 计数 的 最 古老 而 直 
TE WE HE dE F AR - np ap SERE (Kari Absolon) 博士 1937 年 在 捷克 斯 
TEE VLL) — IR PB > EA LIBE. E B5 B Sie hn 4 
所 示 , 上 面 有 55 道 刻 痕 , 每 五 个 成 -一 组 一 -显然 是 精心 记录 的 


计数 结 桌 .这 很 狼 骨 提醒 人 们 省 意 五 二 计数 法 的 使 用 .因此 , 史 [33] 


前 的 狩猎 - 采集 者 可 能 发 展 了 2 元 计数 法 .新 2 元 计数 法 以 及 
5 元 计数 法 . 

纯粹 2 元 计数 法 使 用 了 相 加 法 如. 数 “四 "是 "一 站", 意思 
当然 是 一 加 “六 "是 “二 -二 一 二 ", 即 二 加 二 加 二 ， 看 起 来 生 
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图 4 卡尔 ' 阿 布 索 隆 博士 于 1937 年 在 捷克 斯 洛 伐 克 发 现 的 一 万 年 前 
的 狼 骨 的 未 意 图 .五 十 五 道 分 组 的 肇 痕 展示 了 作 刻 痕 者 所 具有 的 计数 技 
BE. CAS EE M dE HR H oic 2, EA ES CR UTE SE (Lucas. Bunt) ,菲利普 -琼斯 
(Phillip Jones), 2E & + Ul if BURR Juck Bedient) : C80 2322 9 p ve lile 2 
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活 在 三 万 多 年 前 的 狩猎 — 采集 者 理解 小 的 自然 数 的 相 加 法 则 ， 
这 与 2 元 计数 法 先 于 5 元 计数 法 有 关 .我 们 也 能 猜 到 他 们 至 少 
初步 理解 了 乘法 ,因为 处 于 纯粹 2 元 计数 法 与 5 元 计数 法 之 间 
的 新 2 元 计 数 法 包含 小 的 自然 数 的 乘法 .我 们 可 以 从 “六 ”这 个 
数 看 出 点 门道 , 它 通常 记 作 “二 - 三 ", 它 意 指 用 三 莱 二 而 不 是 二 
加 三 .由 于 在 狼 肯 上 作 记 号 的 捷克 斯 洛 伐 克 原 始 部 落 可 能 用 的 
是 5 元 计数 法 ,我 们 可 以 假定 那个 时 代 的 一 部 分 人 已 越过 了 新 
2 元 计数 的 阶段 .这 支持 了 如 下 信和 念 : 旧 石 器 时 代 的 独 猪 - 采集 
者 《他们 生活 于 七 万 年 至 二 万 年 前 ) 理 解 简单 的 加 法 和 乘法 . 
正如 几 个 生活 于 20 址 纪 的 原始 部 落 仍 在 做 的 那样 ,一 些 早 
期 的 新 2 了 EC 计数 法 可 能 使 用 减法 来 得 到 七 和 九 这 两 个 数 ,这 暗示 
了 减法 的 存在 . 某 些 部 落 用 2x4- 1 来 代表 “七 ",2x5- 1 来 代表 
"Ju" .1 至 于 除法 .只 有 间接 而 又 间接 的 证 据 存在 .但 是 仔细 想 
想 , 对 于 可 追 湖 至 下 主人 的 整个 早期 人 类 ,分 配 食 物 有 客 么 重要 ， 
他 们 至 少 要 能 理解 简单 的 分 数 这 样 的 除法 法 则 .他 们 必定 具有 把 
某 样 东 西 分 成 两 份 . 四 份 ,三 份 的 概念 .这 些 人 人 能够 制造 复杂 的 
T .组织 同心 协力 的 围 猜 ,在 寒冷 的 冬季 继续 生存 下 去 ,但 是 说 他 
们 没有 把 物体 对 半分 的 思想 ,这 似乎 不 尽 合理 . 当然 ,做 简单 除法 


的 知识 并 不 意味 着 狩猎 ~ 采集 者 就 已 具备 了 作为 数 的 分 数 概念 . 
的 确 ,我 们 还 缺乏 这 方面 的 证 据 . 把 某 样 实在 的 东西 分 成 现 半 可 
以 被 看 作 拖 它 变 成 两 个 新 的 东西 ,而 不 是 创造 出 两 个 “二 分 之 
一 .由 于 没有 相反 的 证 据 存 在 ,我 们 现在 应 该 假定 古代 的 狩 猪 - 
采集 者 尚未 获得 任何 超出 自然 数 之 外 的 数 的 概念 

根据 上 述 证 据 , 对 于 距 今 超过 一 万 一 干 年 的 农大 时 代 来 临 
前 数 的 演化 ,我们 最 好 想像 成 是 什么 样 的 呢 ? + ASL BRE 
数 人 大 概 都 认 知 了 最 初出 现 的 那些 自然 数 .至少 有 一 部 分 人 不 
仅 能 熟练 地 运用 5 元 计数 法 来 计数 ,可 能 还 会 对 小 的 自然 数 作 
算术 运算 :加 减 . 乘 .也 许 包括 除 . 我 们 必须 小 心 谨慎 ,以 免 对 狩 
猎 - 采集 者 的 数学 能 力 估 计 过 高 .很 多 生活 在 现代 的 狩猎 - 采 
集 者 通常 只 会 使 用 很 初级 的 .不 完全 的 新 2 元 计数 法 .当然 ,新 
的 考古 发 现 , 或 是 对 已 有 的 发 现 进行 重新 解释 ,都 有 可 能 对 弄 清 
农耕 时 代 来 临 前 我 们 祖先 的 数学 理解 力 提供 新 的 线索 . 


n E 


我 们 已 经 揭示 了 人 类 发 展 的 一 些 阶段 ,并 尽 我 们 之 所 能 作 
出 了 推断 ,它们 涉及 原始 的 小 提 计 数 .现代 数 词 直至 各 种 数 的 体 


系 . 尽 管 常常 缺乏 浊 接 的 证 据 ,我们 还 是 思考 了 在 理解 自然 数 方 [35] 


面前 进 的 脚步 .我 们 的 祖先 用 了 .…- 百 万 年 才 抽 象 出 数 的 概念 .所 
以 说 数 的 抽象 过 程 是 一 个 极其 缓慢 的 过 程 .这 一 -发展 事态 还 支 
持 这 样 的 看 法 :计数 不 是 现代 发 展 的 产物 ,不 是 那些 有 空间 时 间 
的 埃及 祭司 们 创造 出 来 的 ,而 是 需要 经 历数 千年 才 获 得 的 技能 ， 
它 可 能 是 跟 我 们 使 用 火 一 样 上 古老 的 一 门 技能 . 

我 们 不 妨 大 胆 做 出 这 样 的 结论 :我 们 可 发 的 祖先 是 轧 笨 的 ， 
而 20 世纪 的 我 们 是 智慧 和 聪明 的 .为 什么 他 们 用 了 那么 长 时 间 
才 发 现 了 数 与 计数 ? 为 什么 他 们 没有 聪明 到 能 想 出 抽象 的 数 
We? 这 个 结论 忽略 了 一 个 事实 , 即 我 们 的 祖先 特别 是 生活 
在 近 十 万 年 闻 的 ,他 们 与 我 们 现代 人 一 样机 敏和 聪慧 .就 像 今 天 


的 人 一 样 ,他们 之 中 看 在 着 居 朋 各 种 知 力 的 人 . -- 些 人 脑筋 明显 
地 转 得 慢 ,而 另 一 些 人 可 能 才气 焕发 .出 前 芋 右 群 和 金 闻 塔 这 样 
的 吉 代 建筑 和 让 和 迹 避 现 的 向 超 技艺 与 精 瑟 的 结 徇 ,足以 表明 在 
人 类 发 展 的 每 一 时 期 都 有 智能 高 超 的 人 存在 . 盟 说 ,远古 时 代 的 
那些 千 者 为 了 型 清 数 的 概念 和 计数 ,历尽 于 学 万 苦 ;可 我 们 也 并 
不 比 我 们 的 祖先 更 聪 切 ,我 们 是 在 孩提 时 期 学 会 的 数 .很 简单 ， 
我 们 只 是 章 受 了 关中 传 而 得 到 的 好 处 ,这 征 需要 许 许 多 多 代 人 
的 进化 才 会 形成 的 . 

向 数 的 概念 进军 在 开始 时 非常 缓慢 , 它 的 第 一 步 延 续 了 十 
万 年 以 上 .发 展 数 系 的 进程 ,步子 就 大 多 了 ,和 前进 的 速度 会 快 不 
少 .这 种 趋势 在 我 们 这 深 旅 行 的 以 下 阶段 将 会 继续 , 那 时 我 们 将 

36] 描述 在 人 人类 文明 的 黎明 时 期 写成 交 字 的 数 的 历史 . 
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设 有 比 讨论 动物 的 智力 宣 容 易 引 起 争论 的 事 了 ;喜欢 狗 的 
AFH ERR A Se Ar BES fi SS FES Th RRR AT SU A 
学 在 那里 PSE ASK TE a LAR EJ a ER A ei 
As jo] Ee UL ee. ERRARE REA Be! BK th 
1/181 By ee Oh TAANA, eA TK ,而 且 在 某 种 特殊 场 
A ,能 知道 主人 在 想 什 么 .一 位 专注 的 养 狗 人 说 :斯 由 基 !( 狗 名 ) 
怎么 知道 我 要 去 汐 它 三 上 狗 链 呢 ? (OKRA TE, EDO 
经 就 知道 了 .于 古 它 跳 起 来 跑 到 前 门 那 儿 等 着 .这 只 有 一 种 解 
释 , 即 它 知 道 我 在 组件 么 .” 

我 们 的 问题 比 讨论 一 般 动 物 的 智力 竖 特 殊 得 多 ;我 们 承认 
有 一 些 动物 看 生来 相当 蜡 明 ,而 另 一 些 显然 很 滞 .我 们 息 要 知道 
的 是 .是否 有 动物 会 数 数 ,因而 它们 有 数 的 概念 .我 们 在 前 面 对 
现代 的 计数 下 的 定义 ,涉及 把 数 闻 映射 到 集合 的 元 索 上 .由 于 人 
类 是 日 前 世界 上 办 -会 使 用 快速 请 音 诸 言 的 物种 ,所 以 我 们 知 
道 这 一 定义 已 将 一 切 动 物 排除 在 能 用 这 种 方式 计数 的 物种 之 外 
{ 不 过 沽 腺 与 钙 可 能 是 例外 一 一 这 两 种 动物 吾 来 具有 通过 声音 
进行 快速 信息 交流 的 能 力 } .但 是 ,这 -定义 给 出 的 限制 可 能 太 
强 本 ,我 们 直 想 知道 的 是 ,是 否 有 动物 共有 如 下 能 力 : 

1. ABIR ARJ XC UNUHRBE, 

2. HH TERA PAEDR ER CREER, 

3. 用 映射 的 办 旋 来 计算 集合 的 基数 . 


上 上述 三 个 要 求 与 小 棍 计 数 的 定义 是 一 致 的 ,后 首 不 震 要 用 
语 专 来 表示 集合 的 基数 .即使 根据 这 种 比较 宽泛 的 定义 ,专家 们 
对 什么 动物 会 计数 仍 意见 不 一 .英国 开放 大 学 的 创始 人 ,该 大 学 
的 讲师 和 不 列 颠 数学 史 协 会 前 主席 格雷 厄 姆 : 弗 拉 格 (Graham 
Flegg) 对 动物 计数 评论 道 : 


无 论 是 这 人 么 说 或 是 那么 说 ,类 似 的 故事 引导 人 们 得 出 
错误 的 推断 ,以 为 除 人 之 外 的 生物 实际 上 也 会 计 
dee 对 于 “动物 会 计数 吗 史 这 个 问题 ,我 们 必然 要 给 
予 一 个 坚决 否定 的 回答 ,1 


至 于 相反 的 意见 ,我 们 来 看 看 伦敦 大 学 学 院 教授 卡尔 马 斯 
CH. Kalmus) If] ALA: 


ELE Co AE AE EE S] HOE Bh do dedos BR BG AS AE ez at i 
Aft I Ae Ap Xo. EAA X 4 45 404 65 HS 
RU TE 3C 48 65 48 i — d oon ix Hehe AUR xh 
dhcP 8g — HEAR GE EA PAL AER REC m X» 8E 
ay — te ZR RE Ld dI Fox, SE PAL HE A 4 A p BS 
j& 3 E Sh qe $e id wn f E FR Ed ETE X] Baka 
LX E RERA CIR cy RED dC do Be 
dp. dT SAR BRAUN ADHERED 


WRAITH 5X — R PUR oe RE 3 Hs Bn iode 
的 结论 呢 ? 管 案 到 底 是 什么 一 -一 动物 究竟 会 不 会 计数 ? 为 角 
决 这 一 问题 ,我 们 先 来 阿 顾 儿 个 很 有 趣 的 事例 . 
特殊 事例 
几乎 每 个 人 都 听 说 过 聪明 的 没 斯 的 故事 . 议 斯 是 一 匹 马 ,在 


它 的 训 兽 员 的 命令 下 不 仅 能 数 数 ,而 旦 还 会 做 可 法 和 和 减法 . 汉 斯 [38] 


灵巧 地 用 蹄 子 吵 地 以 袁 示 癌 它 的 数学 题 的 正确 答案 .不 幸 的 是 ， 
HEAD X HIC UE 73) 3C eps EE AP] BD a Az HRS SE ER 
fei E-fak eH bz iz m £e Tar S BG SE er LE REB ÉS LE SIE ELCHE ee 
数 也 不 会 算术 .可 怜 的 汉 斯 ! 这 个 例子 提醒 研究 者 要 警惕 其 他 
例证 ,情况 往往 是 为 了 让 动物 “解决 "向 它 提 出 的 问题 , 训 普 员 或 
科学 家 温 不 经 心地 给 出 了 一 个 反应 敏锐 的 动物 能 察觉 的 信号. 
实际 上 ,基于 这 类 错误 的 所 东 所 造成 的 研究 失误 BE ACT A 
明 的 汉 斯 或 的 错误 .心中 有 了 陪 明 的 汉 斯 这 个 故事 ,研究 者 们 该 
小 心 提防 这 种 无 意义 的 研究 或 言 过 其 实 的 断言 . 

下 面 这 个 例子 虽然 鲜 为 人 知 但 更 吸引 人 . 据 19 世纪 的 一 位 
天 文学 家 和 数学 家 约 戎 ' 卢 伯 克 (John Lubbock) Bb EHG , — 1% 
庄园 主 被 一 只 在 他 家 的 了 望 诺 上 筑 间 的 讨厌 的 乌 钨 弄 得 心神 不 
‘TRIAS A BE y AJA EIRE G BS SS EF 
一 直到 他 离开 才 回 来 .为 了 骗 这 上 只 乌鸦 ,庄园 主 派 了 两 个 大 进 塔 
又 让 其 中 -人 离开 .但 那 只 包 太 聪明 了 , 仍 滞留 在 课外 .次 明志 
位 先生 重复 这 一 行为 ,不 过 是 让 三 个 大 进 塔 而 两 个 人 岁 开 . 那 鸟 
仍 不 加 到 塔 中 受 死 .最 后 , 当 五 人 进 塔 而 四 人 离开 时 ,乌鸡 终于 
被 骗 而 飞 回 了 望 塔 .故事 潮 完了 RT RE oe 
力 以 决定 是 否 这 只 鸟 鸡 升 信 了 名 牧 的 天 党 .我 们 从 这 个 政事 中 
能 得 出 佬 么 结论 呢 ? OBESSE SCRI DU (ECC BS] TC. STRE, BRE 
这 一 上 暗示 正确 ,那么 乌 独 可 能 会 数 数 . 

对 岛 类 的 认真 系统 的 研究 区 肯定 上 人 述 乌 会 数 数 的 证 据 . 
Jb gh EE XC ^r (University of Freiburg) 3 af 497% Fil dc EE UR TE - 3 MI 
(Otto Koehler) VE (rz - 6 SE 89 i| £j 2 oe SETA T [8] A O — 
FAME S28 Ub VBR AD LA e BE FH" B-to-B LR 
E ft FE ANE EL OY qiti EC, ESL 2a ho e A ALTE a FE E 


LED 
tea FT- 
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[39] 


我 们 的 岛 不 会 计数 .因为 它们 没有 词汇 ,它们 不 能 给 它 
们 能 感觉 到 的 并 能 按 其 行动 的 数 起 名 字 , 人 坦 在 具体 的 
韶 件 中 它们 学 会 了 “用 无 名 称 的 数 米 思考.75) 


fi E A Um V oS TH er voa PES SEVERI TE TEES YT DLTESI 
4E Br. HERIT ZEB BB KE a BORSE - 165308 E 
FF Levi Leonard Conant) HERR ii — PARP a a UJ A 2S 85 EG a 
WUR. O AEAEE ETE BD S n SE er rh zm Br, SE fit SE E dE 
在 蜂 房 内 作为 食物 供 旷 出 的 幼 蜂 上 .有 趣 的 十. 对 不 同 种 的 卵 都 
放 进 不 同 数量 的 牺 犊 铝 做 食物, 有 --- 种 放 五 个 , 另 一 种 放 十 个 ， 
而 有 一 种 况 满 满 上 地 让 进 二 二 由 个 . 实 恰 证 明 , 它 们 六 不 是 用 策 牧 
品 把 弟 家 境 潢 ,而 是 将 其 作为 不 再 往 里 放 的 售 娃 .它们 怎么 知道 
{FAN PED Bot T IE SX E SPERANT 它们 及 是 怎么 精确 地 
识别 二 或 二 十 四 的 呢 ? 

和 有 一 类 黄蜂 ,其 峻 蜂 长 得 要 比 雄 蜂 大 的 多 .所 以 寻 蜂 给 上 峻 外 
Bo 十 具 死 昆虫 ,而 在 挫 稣 身 谊 只 放 百 只, 亡 怎 么 知道 是 这 妈 
做 的 昵 ? 全 是 天 性 使 然 吗 ? 我 们 要 正视 下 列 说 法 :如 果 只 具有 
简单 神经 系统 的 低 等 动物 黄蜂 会 计数 的 话 . 那 么 大 多 数 动 物 可 
能 都 有 计数 的 能 万 . 另 -JTI OR Bb A Bag ét be LU 
于 天 性 与 本 能 , 那 就 是 涪 天 性 能 模仿 计数 行为 ,我 们 应 该 加 售 小 
心 不 台 对 动物 的 行为 做 出 错 澡 的 解释 . 

RINE ANTS AB a FL ol REI? TE Se 
WEAF RE EY APAR E A aE + fh aK Guy Woodruff) FLL 
BAP FR TSE AE + BPP Tv (David Premack} 村 黑猩猩 的 计数 能 力 
进行 了 研究 AAP] Ae PS BSE 一 到 四 之 问 的 多 个 物 
体 , 而 及 还 能 准 箭 识别 出 四 分 之 . - L5 REL PU 
然而 伍德 拉夫 和 普 备 马克 并 木 打 算 说 黑猩猩 是 在 计数 有 轧 
管 可 以 教会 类 人 猿 去 数 .但 离 预 期 效果 还 差 得 远 .? 

TERE ETF YO GEE BS AT M+ RR È (Louis M. Her- 


man) 测 定 它们 能 够 记 住 BUA A TT Se SE AK 
序 . 引 这 超出 了 人 所 达到 的 标准 范 因 ,人 通常 企 超过 六 或 七 个 符 
PTA AMO TT OP EF AT ASS, FR TAB BE eS 
BAS PU (CER SIR] FH: SS oP A LHE PZ) .尽管 能 记 住 人 个 拙 
BUT SME ie LF AWE Ha ES HER 


所 有 这 些 有 美 动物 行为 的 资料 到 底 说 明了 什么 ”看 起 来 我 [401 


位 能 在 一 定 的 条 件 下 教会 某 些 动物 数 到 七 .这 是 真正 在 计数 太 
是 在 展 小 男 一 种 技能 % 


直接 的 感性 理解 


ST FLA EB -— PEUEESUBUBE Jy, BI SE SEHE RII EA v9 69 
小 数量 的 同样 的 或 类 做 的 物体 .一 些 专家 称 之 为 瞬 感 (subitiz- 
ing) ,这 是 -- 种 羡 别 物体 数 日 的 能 力 , 并 不 需要 有 意识 的 思维 . 
它 有 是 即时 产生 的 ,大 脑 江 有 进行 有 总 识 的 活动 .这 是 一 类 简单 的 
“对 于 多 的 千 觉 "能 亡 . 业 已 证 实 世 和 黑 猩 狮 具 有 这 种 能 万. 对 大 
来 说 ,每 天 都 在 运用 它 . 大 们 不 经 训练 就 能 轻易 地 识别 进入 他 的 
视 董 出 的 :一 .二 .四 或 五 个 物体 .我 们 不 用 去 数 , 这 些 物 体 的 
量 在 叶 而 盘 见 的 .看 一 下 图 5, 它 含 有 五 个 由 点 组 成 的 模式 ， 
点 数 分 别 为 ! 到 5- 当 你 看 划 其 中 每 一 个 模式 时 ,不 用 数 (shi) 就 
立即 知道 那个 数 是 玫 .现在 请 你 在 一 看 到 图 6 NG x BIS HE rn 
的 点 数 .假如 你 说 从 , 那 你 可 真 够 替 运 的 .人 在 大 多 数 情况 下 , 当 -. 
堆 物 体 的 数量 超过 五 时 ,我们 必须 得 数 一 数 才 清 楚 , 除 非 这 种 物 
体 按 甘 种 顺序 排列 ,使 得 大 脑 能 直接 给 出 正确 答案 .这 种 让 接 的 
3 Ug so m] REES. FRIT A DIESE BEC ,动物 由 能 做 到 ， 
实际 上 ,大 对 于 "多 "的 直接 感知 能 力 可 以 达到 更 高 的 程度 . 
有 时 , 当 芝 到 数量 很 大 的 一 堆 物 体 叶 ,我 们 会 有 一 种 直接 的 察 
Be APT AMI GAT be TEE A PAR EC A Ly 
TO PEs BAR OR. DEL 49 1 Bg ENS 
KAAKA BERERE. EU Az ATE foi Lfd: PA ACER S . 
一 一 一 35 o] 


图 5 A&4—53If T exiit SE. BRSERBD D TR rBBIE BS 
点 数 而 不 需要 去 数 . 


H6 图 中 有 几 个 点 ? 你 必须 停 下 来 数码? 


在 察 验 狗 的 数量 时 ,印第安 人 没有 花 时 间 去 数 , 而 能 立即 看 出 

是 否 走 失 了 -- 条 狗 ,如 果 是 ,他们 会 呼叫 ,直到 走失 的 狗 重 新 
HE. 

一 位 带 着 她 的 学 生 去 还 足 的 中 学 教师 ,会 突然 感觉 少 了 一 - 

41] 个 人 .于 是 她 迅速 地 数 了 -- 正 学生 上 人 数 并 发 现 确实 少 了 一 个 人 . 

解 感 让 人 获得 鄙 捷 出 了 毛病 的 第 一 印象 . 打 扑 克 的 人 会 对 一 一 

牌 有 一 种 微 录 的 触感 . 玩 牌 时 常 有 这 种 情况 , 当 静 完 一 盘 , 申 发 

牌 者 洗 牌 时 ,他 (或 她 ) 会 说 ， 牌 少 了 六 每 个 人 都 在 自己 的 前 前 
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SK. EBA 2G Ee A TT 他 (或 她 } 感 到 手中 那 2] 


副 牌 少 了 一 一 一 种 直接 的 感觉 .有 很 地 例 子 说 明 存 在 这 种 直接 
领悟 事物 的 量 和 和 多少 的 能 力 . 

然而 , 瞬 感 还 不 是 计数 ,因为 这 里 不 涉及 把 什么 东西 映射 到 
集合 的 元 素 上 .动物 的 瞬 感 技能 只 对 小 的 数目 , 即 作 以 下 的 数目 
起 作用 . 当 黑 独 猩 看 到 一 -组 对 人 象 的 集合 , 它 立即 识别 出 那个 数 
可 这 不 是 计数 . 当 滤 鸦 看 见 由 点 组 成 的 模 滤 , 它 的 辨认 也 是 
即时 的 .没有 证 据说 明 它 们 在 有 意识 地 进行 计数 操作 .约翰 . 泰 
Alft (John Meleish) 在 他 的 《 数 》 一 书 中 ,解释 了 这 种 直观 的 感知 
并 不 等 同 于 真正 的 计数 : 


动物 对 于 数 有 直观 感知 力 . 这 意味 着 它们 依据 经 验 , 不 
需要 菲 分 析 就 能 直接 弄 清 楚 一 堆 物 体 在 小 数量 范围 内 
BY € eee 然而 ,级 此 而 已 .动物 只 能 对 于 数 之 间 的 关 
系 做 出 反应 ,如 对 业 中 的 孵 或 食物 所 表现 的 行为 那 祥 ， 
这 踩 它 们 的 种 群 的 生育 需要 联系 在 一 起 .10 


人 和 动物 对 较 小 的 数 的 认 知 能 力 是 与 生 俱 来 的 .这 种 认 知 
力 对 于 开始 来 计数 是 必须 的 ,但 它 又 不 是 计数 ,其 至 连 原 始 的 小 
棍 计 数 也 赶不上 .我 们 已 给 计数 下 过 定义 ,在 这 一 定义 下 我 们 可 
以 断定 :没有 任何 证 据 汪 明和 目前 有 任何 一 种 动物 会 计数 .为 什么 
我 们 如 此 强调 计数 行为 呢 ? 你 可 能 会 说 :“ 看 , 那 可 怜 的 不 会 说 
话 的 黑猩猩 能 区 分 五 个 点 和 四 个 点 .给 它 点 面子 吧 ! 它 认 得 小 
的 数目 ,尽管 它 没有 给 这 些 数 起 名 字 ." 这 也 许 是 真 的 ,可 是 我 们 
关心 的 是 超过 识别 一 到 七 个 点 的 认 知 访 . 我 们 关心 实行 映射 操 
作 的 能 力 .我 们 关心 对 自然 数 的 感知 , 面 自 然 数 从 逻辑 上 说 是 不 
存在 终结 的 .我 们 关心 的 不 仅 是 能 把 三 ,而 旦 是 把 三 十 和 三 百 加 
以 概念 化 的 能 力 . 换 句 话说 ,计数 应 该 是 一 个 可 以 无 限 进行 下 去 


的 过 程 , 直 型 我 们 确定 出 我 们 所 关心 的 集合 的 基数 . 仅 能 识别 小 
的 数 基 不 能 满足 我 们 计数 的 南 要 . 
然而 ,我 们 对 动物 能 百 计 数 的 探索 并 未 终结 .尽管 日 前 我 
3】 们 不 知道 哪 神 动 物 员 有 计数 能 力 或 其 有 关于 {与 计数 有 关 的 ) 
抽 每 的 数 的 想像 力 , 伺 却 沾 排除 可以 教会 基 些 动物 来 计数 , 特 
齐 芷 党 猩猩 和 海豚 .我 们 不 诬 该 忘记 鲸 和 海豚 很 像 我 们 人 类 用 
复 东 的 ,快速 的 声音 传递 和 交换 信息 .我 们 焉 知道 它们 是 否 会 
计数 .这 个 问题 的 解决 述 有 待 于 对 它们 的 信息 交流 作 进一步 的 
研究 . 


它们 能 学 会 计数 吗 ? 


虽 询 更 今 的 动物 并 不 会 计数 ,试问 在 未 来 的 一 段 时 间 内 能 
会 它们 去 计数 吗 ?” 表 而 上 看 ,这 似 平 是 个 豪 无 意义 的 轧 训 问 
题 ,既然 它们 现在 不 会 计数 ,将 来 又 怎么 会 计数 呢 ? 但 这 仿 然 是 
个 重要 的 问题 .我 们 可能 总 想 说 :具有 人 类 才 会 通过 将 词语 或 实 
物 映 射 到 集 介 上 的 办 法 来 计数 .这 是 不 是 因为 我 们 的 神经 系统 
有 其 他 动物 所 没有 的 与 你 不 同 之 处 呢 ? 如 果 能 够 教会 动物 计 
数 ,我 们 就 知道 对 于 其 他 种 类 的 牛 物 ,的 确 可 以 使 它 人 进行 计数 
及 一 般 意义 上 的 数学 活动 (数学 是 研究 数 的) ,这 说 明 数 学 跟 其 
他 管 力 活 动 相 比 共有 普遍 性 和 可 转移 性 . 如果 且 前 被 人 类 理解 
的 数学 不 能 转移 给 其 余 的 有 智力 的 生物 ,那么 在 我 们 研究 与 应 
有 周 数 学 时 ,可 能 就 不 会 使 用 最 普 适 的 形式 来 表达 了 . 电 许 人 类 的 
数学 反映 了 人 的 患 维 的 独特 性 ,而 并 不 像 各 个 时 代 的 许多 后 学 
家 所 主张 的 那样 ,是 完美 的 真理 的 代表 .这 一 点 给 我 们 以 启示 : 
我 们 的 数学 在 它 能 够 与 非 人 类 的 智力 活动 交流 之 前 ,必定 要 经 
历 去 除 人 类 特有 的 观念 的 转变 . 
要 想 把 动物 看 作 数 学 家 ,我 们 该 做 的 第 - - 件 事 就 是 看 动物 
的 脑 容量 禄 对 于 其 体重 的 大 小 .这 虽然 是 - -种 粗略 和 不 精确 的 
度量 标准 ,但 它 能 使 我 们 对 各 种 动物 的 聪明 程度 有 一 个 大 概 的 


TH. Paar BU BC E LP ESTA Sah ELE SEA P9 
B HE RAG TOBE JE [8] E ER BEA o3 & IS > AL BITS SEE I 
Mr Ze 271 LBS t Tot RB DEHE D; AC HR zd WU] ss SEE e B8 R 
LAEM E IREA B FRE. BLE , n th — 0) SE PE AR I CIC Ee 
-E3x J& $806] AB BERS), hi 2 886 28 A lel EE SEED Fy HIE 2 BER 
与 体重 之 间 必 存在- Tr SAEI EL 55 — 7 48r, SD RARE p S 
脑 组 织 相 对 于 其 体重 所 占 的 份额 比 其 他 动物 的 大 ,我 们 就 假定 
这 种 动物 必定 比 其 他 动物 " 聪 副 ”. 

R a 列举 了 各 种 动物 的 脑 重 ( 以 克 为 单位 ) .体重 (以 下 克 为 
单位 ) ,以 及 体重 与 脑 重 之 比 . 套 中 的 动物 按 其 脑 量 由 大 刘 小 排 
列 .最 石 边 一 列表 示 体 重 与 脑 重 的 比率 ,比率 轼 小 .意味 着 该 动 
物 的 脑 基 在 身体 总 量 中 沾 的 比例 越 大 .大 多 数 专 家 认为 这 种 比 
率 充其量 只 基 对 智力 的 极 粗 烽 的 测量 .大 脑 新 皮层 是 肪 皮层 的 
最 外 层 表 面 , 刀 是 实现 较 高 级 的 脑 功能 的 中 心 部 位 .更 合理 的 测 
算 应 考虑 体重 与 大 脑 新 皮层 区 威 的 比率 . 

岛 类 的 情况 也 否定 了 用 脑 容量 大 小 测定 知 四 的 办 法 .因为 
自然 的 进化 为 它们 设计 了 很 轻 的 体重 ,这 使 它们 达到 的 比率 下 
上 出 了 它们 应 得 的 值 , 另 -方面 ,水 小 哺乳 动物 处 于 不 利 的 地 位 . 
鲜 和 海豚 生活 在 有 浮力 的 海洋 中 ,不 像 陆地 动物 邦 样 受到 重力 
的 忆 大 约 东 .它们 有 着 为 保温 而 储存 大 量 脂 肪 的 身体 .这 导 禾 了 
它们 上 比 陆 地 动物 有 更 大 的 稻 体 .因此 ,它们 的 比率 被 焉 曲 凋 成 了 
很 大 的 数 . 即 使 有 这 些 支 支 叉 尺 因 素 的 影响 ,我 们 仿 关 发 现 体 
Ht - 脑 重 比 还 是 有 用 的 

表 3 比率 :体重 与 脑 重 


动物 ih CT om) igi TE a) IEC LEAS) 
"T 58 000 6 800 ^ 8529:1 
Di ER Big 7 000 6 200 1129:1 
FHR 6 500 5700 i 140:1 


15] 


续 表 


动物 iAH CFE) 脑 重 ( 充 ) Eie) 
KEK 155 1 600 97:1 
A 70 1 400 50:1 
IESU 100 840 119:1 
河马 1350 720 1875:1 
[c ME 1220 700 1743:1 
TE ASH gs a 920 460 2 000:1 
UU 52 440 118:1 
Fi: SUMA 0.717 26 28:1 
ES Rb isl 0.004 7 0.1 47:1 


363 BAB: AFA RAR S ATS RAY OR. PS RRR Rt ER 
都 具有 更 理想 的 体重 - 脑 重 比 . 然 而 这 些 动 物 的 脑 量 太 小 了 , 没 
有 是 够 的 神经 元 来 进行 任何 重大 的 思维 活动 .那些 脑 量 比 人 大 
的 动物 .包括 鲸 ERRER, Se A SO AB FEAR ARO RAR 
Dr JC LOSS DeL P ACIER ERA d . 道 载 鲸 和 鲸 引 起 
信 们 兴趣 的 是 它们 居然 有 如 此 大 的 脑 . 它 们 做 件 么 事 需要 这 人 么 
大 的 脑 呢 ? 为 什么 看 起 来 所 有 时 间 都 在 各 处 遵 游 和 吃 小 是 的 鲸 
需要 大 约 重 十 五 磅 的 脑 呢 ? 难道 在 水 中 到 处 游 水 , 遇 到 磷 由 群 
RETR IF AHN RISA AA PEAR PENS? 难道 那些 巨大 海 兽 正 在 
用 它们 巨大 的 脑 琢 磨 海 中 三 曾 是 怎么 思考 的 吗 ? 

所 有 这 些 动物 中 ,最 有 希望 成 为 学 习 计 数 的 候选 者 的 当 属 
类 猩猩 和 海豚 ,主要 根据 的 是 它们 的 脑 的 大 小 和 进化 状况 ,如 前 
所 述 , 对 黑猩猩 计数 进行 的 研究 设 有 得 出 有 意义 的 .正面 的 结 
AR. -对 海 皮 脑 与 人 脑 作 解 前 比较 时 ,发 现 海 县 很 走运 (图 7). 尽 
管 存在 着 重大 的 差异 ,但 总 的 说 来 ,海豚 脑 的 大 小 与 复杂 程度 与 
我 们 入 的 一 样 .海豚 研究 人 人员 和 训 兽 员 都 对 海豚 的 智力 留 下 了 
深刻 印象 ;也 许 , 海 豚 是 唯 - 值 得 我 们 去 试 试 运气 的 最 合适 的 动 
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物 ,看 看 人 到底 能 否 跟 别 类 动物 交流 .不 过 也 有 些 入 认为 我 们 对 
海豚 的 脑 的 功能 估计 过 高 了 .例如 ,佛罗里达 大 学 前 副教授 .后 
物 信息 交流 部 主任 戴 维 : 考 德 威 尔 (David Coldwell AHE 2 Eg 3 
大 学 信息 科学 实验 室 前 研究 员 梅 尔 巴 - 考 德 威 尔 (Melba Cold- 
well) ,在 他 们 所 著 & 长 吻 海 豚 的 世界 ?一 书 中 阐述 道 : 


大 多 数 的 人 注意 力 业 中 在 这 祥 一 种 观念 上 , 即 海 豚 和 
我 们 中 的 某 些 人 一 样 聪 明 , 或 比 大 多 数 人 更 联 明 ,或 它 
们 能 交谈 但 我 们 人 类 还 漫 有 联 明 到 能 理解 它们 的 语 
SBR, SRB AM RR RA SE Ee 
一 起 实施 海军 的 海洋 实验 计划 ,然而 ,大 多 数 工 作 人 在 
目前 还 只 是 把 海豚 当 作 一 种 特别 温顺 而 有 千 力 的 哺乳 
动物 ,其 本 身 的 条 和 件 可 以 跟 平 均 水 平 之 上 的 狗 相 嫩 
# 1D 


海豚 生活 在 一 个 电 它 们 的 听觉 占 主 异地 位 的 世界 里 .而 我 
们 昌 生 活 在 一 个 由 我 们 的 视觉 占 主导 地 位 的 世界 芷 ,与 海豚 在 


【46] 
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-起 工作 时 ,我 们 尝试 用 向 它们 “展示 "物体 或 " 打 " 手 势 的 方法 
与 它们 海通 .可 异 , 上 太 管 海 县 有 超常 的 听觉 ,但 它们 的 视觉 丰 当 
在 我 们 的 数学 中 ,也 是 申 我 们 的 规 觉 占据 着 主导 地 位 .我 们 
能 在 心里 看 到 数学 中 的 各 种 关系 ,而 不 是 昕 到 它们 .因此 ,纵然 
海豚 与 人 类 一 - 样 聪明 ,或 比 人 类 更 暗 明 ,它们 也 沁 不 可 能 懂得 我 
们 的 数学 . 男 一 方面 ,它们 可 能 有 能 力 了 解 { 苏 或 已 经 有 了 ) 革 种 
听 党 数学 .希腊 数学 家 欧 几 里 得 (Euclid, 活跃 于 公元 前 300 年 左 
右 ) 汇 编 了 几何 党 的 一 组 公理 .公设 和 定理 ,两 于 多 年 来 一 直 作 
为 数学 标准 课本 .构建 欧 几 里 得 儿 何 学 的 一 块 基本 积木 是 他 的 
第 五 公设 , 几 百 万 学生 都 知道 它 . 它 说 :如 果 4 AB 是 两 个 点 ,ec 
是 一 条 过 点 4( 伍 不 过 点 BOM Eee WA BUE — exi B hg 
HERS co 平行 .我 们 是 这 样 在 心里 大 到 这 条 公设 的 :首先 我 们 疼 
ABSA AB .然后 半 看 到 一 条 过 点 4 的 直线 c ERG 
像 有 男 一 条 过 点 B 的 直线 , 它 与 c 平行 .这 条 公设 说 只 有 一 条 
id B 的 直线 能 与 直线 c 平行 . 
我 们 中 能 在 心里 想像 .观看 各 种 事物 的 动物 .我 们 能 为 生活 
在 肪 有 瞬 的 几乎 是 黑暗 的 世界 中 、. 靠 听觉 主 时 一 切 的 动物 , 想 出 一 
条 类 似 的 公 谱 吗 ? 在 这 种 此 界 里 的 那 条 数学 公设 可 能 表达 为 ; 
AA 4 FB 是 两 个 音 .e 是 跟 4 谐 调 的 音 的 汇集 ,那么 有 且 仅 
有 一 个 跟 B 谐 调 的 音 的 汇集 疮 在 ,它们 一 对 一 地 跟 c 中 的 音 组 
成 的 音程 月 相同 的 片断 .{ 这 一 有 美声 音 的 公设 是 真是 很 ,能 否 
讲 得 通 , 我 留 给 读者 去 思考 ). 如果 我 们 是 靠 听 觉 活 动 的 动物 , 那 
么 这 上 类 公设 对 我 们 来 说 比 欧 几 里 得 的 视觉 公设 有 更 重大 的 意 
多 . 像 大 多 数 海 县 研究 者 指出 的 那样 ,我 们 必须 对 海 县 生 活 于 其 
中 的 那个 无 重力 的 ,潮湿 的 世 兴 十分 繁 感 .我 们 必须 时 启 记 住 是 
声音 而 不 是 视觉 造成 了 它们 所 感受 的 活 牛 生 的 世界 .要 是 我 们 
能 与 海豚 用 它们 的 方式 联系 ,大 概 我 们 才 会 发 觉 它们 有 多 聪明 ， 
HBAT FETT REE Aez- p. 


Sn AMET MCE AREA RAHAT 5 
— TELS . a AE CR RM KM AREE E ,但 它们 也 会 改 
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ANETTA A — BAHL PR OO RA SRA BS 
计数 .但 人 们 很 难忘 却 上 述 给 人 留 下 深刻 印象 的 行为 . 

作为 结论 ,我 们 只 能 说 至 今 还 没有 证 据说 明 任 何 动物 能 进 
行 我 们 所 定义 的 计数 .然而 ,海豚 脑 与 租 脑 的 活力 与 体积 提醒 我 
们 ,它们 具有 进行 计数 所 需 的 智力. [48] 


我 们 已 经 探究 了 从 最 早期 的 原始 人 类 到 现代 人 的 计数 历 
MRAZ MEA AER A — PB. EAR RT 
Boake Se, AA RC M TE VU AE 2 98 AEB CAT CP RS. 


农耕 业 的 诞生 


绝 大 部 分 的 史前 中 ,都 没有 提供 那 时 存在 文字 的 证 据 , 从 中 
也 看 不 出 有 超出 简单 计算 的 数学 ,这 大 概 是 因为 当时 的 人 没有 
遇 到 需要 较 复 杂 的 数学 来 解决 的 问题 . 石器 时 代 的 人 会 基本 的 
计数 就 够 了 ,或 许 还 要 用 到 简单 的 如 . 减 、 乘 、 除 .然而 一 旦 出 现 
了 农耕 业 ,一 切 都 变 了 了 .大约 从 一 万 二 于 第 前 起 ,人 们 开始 用 婴 
有 坚 便 而 锋利 石器 的 木 秩 收割 野生 谷物 . 这些 谷物 是 上天 的 恩 
则 ,可 以 储藏 在 山涧 蜂 以 备 日 后 食用 .与 内 类 不 同 , 谷 物 即 使 在 
温暖 的 气候 下 也 不 会 很 快 变 腐 . 以 后 ,人们 开始 守护 生长 野生 谷 
物 的 土地 并 通过 断断续续 的 灌水 促进 其 生长 . 当 人 们 开始 保存 
收集 来 的 种 子 以 备 下 个 季节 播种 时 ,真正 的 农耕 业 登 场 了 .这 导 
致 人 们 去 选择 最 好 的 种 子 , 通 过 淘 涩 方式 来 改善 未 来 的 收成 ,在 
49] 西亚 生长 的 第 -- 种 重要 捍 谷 物 是 大麦 , 它 很 快 成 了 主要 的 农 作 
物 , 是 早期 麦 酒 和 面包 的 原料 . 
由 于 狩猎 -采集 者 依靠 的 是 轰 生 的 猎物 和 丢 生 的 蔬果 ,所 
以 他 们 最 好 的 生活 方式 是 组 成 小 的 群体 ,并 在 相当 关 的 地 区 内 
活动 .农耕 业 所 利用 的 是 驯化 了 的 动物 与 栽培 作物 ,使 得 居住 地 


人 口 密度 比 采 猎 生 活 方式 时 大 得 多 .很 快 , 村 奢 发 展 成 农耕 业 的 
中 心 .地 球 上 有 若干 地 区 各 自 独立 地 出 现 了 这 一 现象 .公元 前 一 
万 一 千年 左右 ,最 早 的 这 类 农耕 炎 便 出 现在 “肥沃 新 月 地 区 ” ,该 
地 区 从 古代 以 色 列 西 尝 的 杰 里 科 (jericho ,死海 以 北 的 古城 ) ,向 
北 延 伸 到 手 利 亚 的 大马士革 和 和 阿 勒 颇 (Aleppo, 现 在 的 Haleb), 
加 东南 则 延伸 到 伊拉克 的 巴格达 和 上 包 斯 拉 (Basra), 英 至 到 达 伊 
朗 的 古代 遗址 苏 塞 (Susa 交 (图 8) .第 一 批 这 样 的 农耕 业 村 藩 出 现 
在 土耳其 南部 和 伊 位 克 北 部 的 扎 格 钞 斯 丘陵 . 晚 些 时 候 的 村 续 
包括 在 公开 前 八 十 年 左右 相当 繁荣 的 杰 里 科 . 随 着 农业 村 闭 的 
发 展 , 其 他 手工 业 也 迅速 出 现 .陶器 制造 约 开 始 于 公元 前 六 干 五 
百年 ,编织 业 与 装 有 轮子 的 车 出 更 于 公元 前 六 千年- 
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图 8 兵 亚 的 虑 沃 新 月 地 区 的 地 图 .该 地 区 西 起 杰 里 科 (Jericho), 北 
Ba] STRE Aleppo) ,东南 到 达 底 档 里 斯 和 幼 发 拉 诡 两 河 的 河 入 . 


mo laca 


生活 在 村 沙里 的 农大 必 统 解决 哪些 他 们 的 远亲 -一 一 狩 猪 - 
采集 音 从 未 而 对 过 的 问题 呢 ” 家 耕 的 主要 优点 是 能 鳄 产生 剩余 
Pedy ERA Tay, A BETTE AAT BEE - -处 并 建立 起 永久 
的 家 园 , IH Bip dé E SE BE DLP hr ux de vEEDTBSEBERE T TEE EPI 
部 分 谷物 用 作 当 年 的 口粮 ,同时 必须 留 一 部 分 作为 第 二 年 播种 
用 的 种 子 ,还 订 能 要 留 -一 部 分 跟 其 他 农耕 业 村 落 交 换 食 物 .此 
外 , 农 出 本 了 以 需 要 适当 地 划分 并 徊 以 保护 .土地 的 使用 导 玫 了 计 
数 的 新 领域 ,此 时 不 仅 南 数 不 辐 的 物件 ,而 日 需要 丈量 土地 .这 
样 , 自 然 数 与 度 其 之 间 的 联系 就 建立 起 米 了 . 

除了 管理 收获 的 农作物 和 土 昌 之 外 ,他 们 必须 把 更 密 的 人 
组 织 起 来 去 种 植 .去 照料 与 收割 庄稼 ;他 们 还 得 武装 起 米 保 护 粮 
食 和 土地 不 受 侵犯 .从 事 这 些 活动 时 , 光 会 计数 是 不 够 的 .众多 
BY AC .大 皂 贮 存 的 食物 和 大 基 的 土地 划分 工作 ,人 据 司 书记 员 与 
妹 本 们 去 做 加. 减 . 乘 . 除 .统治 阶级 爱 渐 形成 了 ,他 们 的 书记 员 

50] 要 去 计算 个 人 与 家 庭 该 缴纳 的 多 种 税收 . 

季节 和 气候 条 件 对 于 农 磺 业 特 别 重 要 .农夫 需要 一 种 能 告 
诉 他 们 种 植 每 一 种 庄稼 的 合适 的 季节 的 日 万 .这 就 需要 更 密 的 
计算 技能 以 记录 下 盟 星 的 方位 并 由 此 确定 时 今 ,站 文字 发 明之 
前 的 时 期 (公元 前 3500 一 前 3100 年 ) ,十 巴比伦 上 定 出 的 * 年 ” 
提供 了 历法 计算 的 实例 ,这 部 历法 以 春分 点 (3 月 21 日 ) 为 一 年 
的 开始 .第 一 个 月 称 为 牛 月 ,这 暗示 了 该 历法 制 计 的 时 间 太 约 是 
在 太阳 于 3 月 21 有 日 左右 位 于 金牛 座 的 时 期 .这 一 时 期 约 始 于 公 
元 前 4700 年 .所 古老 的 苏 美 尔 人 可 能 在 公元 前 5700 年 就 制订 

51] T TTR. 

所 有 这 些 必须 的 活动 一 一 并 清楚 上 二 地. 人口 状 况 ,储存 食物 
的 多 少 和 季节 变化 ,刺激 着 统 济 者 和 会 计 师 们 去 发 明 能 较 快捷 、 
较 简 易 地 运算 自然 数 的 方法 .保存 数字 记录 的 办 法 有 三 种 : 黎 
Se . 结 绳 和 黏土 证 物 . 

签 筹 就 是 在 上 向 精心 做 上 标记 或 刻 痕 的 .用 来 表示 数 的 骨 


3E aX AK BU E ^ PEE . AT TEE PS BULB — 7 IE BU TELS TRE RE e: It AA 
的 等 等 .在 非洲 的 扎 颁 和 尔 境内 的 爱德华 调 的 溜 区 发 现 的 一 根 骨 
头 提 供 子 另 一 个 例证 , 它 的 年 代 大 约 在 公元 前 9000 年 到 公元 前 
6500 年 之 间 . 这 两 根 上 骨头 上 都 有 很 区 数字 图 样 的 刻 痕 .不 过 大 
d RS XS CR BIS ,普通 百姓 用 它们 记录 物品 265) 0 a 8 CER 
9).— FRR TT AD 2X EH — EEG i se GER. HR ET ERO SE 
FRAIL RAAT EEDE AULAE PRE EE IET RRULSE 
长 的 两 部 分 ,这 样 它 就 被 分 成 两 要 相配 的 签 筹 . 带 大 头 的 那 根 是 
本 筹 ,由 债权 人 保存 . 带 小 头 的 那 根 是 括 筹 , 交 给 债务 人 .其 后 的 
鞭 个 日 子 , 当 这 -~ X AEGRO BOE 一 起 时 , 债 仅 人 和 债务 人 人 双方 可 
以 分 辨 刻 痕 是 再 被 擅 改 过 ,因为 汶 两 部 分 应 完全 哆 合 才 对 . 
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图 9 ick PERRI IAE SE, IE 25 厘米 (9[ 自 卡尔 " 梅 宁 格 欧 
《 数 词 和 数 的 符 妨 3》.( 纪 的 ,多 佛 出 版 社 ,1969) ,第 231 TE, PEER Hiii) 

地 球 二 ,在 非洲 ,欧洲 ,太平洋 岛屿 .美洲 和 中 国都 使 用 过 签 
等 ,在 拉丁 诸 中 , 签 筹 (写作 talea) 的 意思 是 “ 刻 过 的 细 枝 " .汉语 
中 的 如 约 一 词 中 的 契 学 分 成 二 部 分 :上 面 两 部 分 分 别 表 示 带 刻 
痕 的 纲 枝 种 .下面 是 个 “大 " 字 . 内 此 ,这 个 汉字 象征 着 "天 的 肇 
AE” BUSH ERA A EXE TROU EL ERG IU d ic d 
筹 在 英国 - -直到 1828 年 还 用 十 记录 税收 .大 量 的 签 筹 收藏 在 转 
会 大 厦 里 .1834 年 英国 政府 决定 烧毁 它们 ,结果 国会 大 厦 意 外 


Sth, BEE HH. 

第 一 种 表示 数 的 实物 是 打 结 的 强 . 这 种 方法 应 用 得 也 十 分 
广泛 ,在 非洲 ,北美 洲 .南美 洲 和 中 国都 发 现 过 它 的 踪迹 .公元 前 
5 记 纪 ,中 国 哲学 家 老子 劲 诚 人 们 恢复 使 用 在 绳 上 打 结 的 书写 
方式 由 ,最 先进 的 结 强 是 秘 租 的 印加 人 制作 的 ,他 们 称 其 为 阁 绳 


5 i 
图 r0 EUS eR ROUES. 一 个 数 竖 从 缠 的 上 端 往 下 端 恋 . 
CH ERP EE H hu REAS Phak te pE) 
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iff Cquipus22E Hj E f( Dic inte ak ot 26 E CERE 100.5288 fa O 
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这 种 方法 相当 复 和 东 SO AYE RE R PIB. 

第 二 种 用 室 物 记录 数 的 办 法 最 重要 :使 用 村 土 制 的 证 物 .在 
长 达 儿 十 年 的 时 间 里 , 考 占 研究 人 人员 对 这 些 估 造 的 证 物 迷 惑 不 
88 ,它们 部 发 更 于 肥沃 新 月 地 区 的 新 石器 时 代 ( 公 元 和 前 8000 年 到 


HER 于 最 里 的 农耕 区 ,从 已 基 斯 垢 的 查 明达 洛 (Chanhu Darod AiE 
耳 其 此 南部 的 员 尔 迪 比 (Beldibi), 南 及 苏丹 的 喀 土 稳 . 最 占 老 的 
Ri tek AIAR ,可 追溯 到 公元 前 8000 年 .这 些 证 物 呈 球 
JE | BOE OE . 蛋 形 .三 节 形 .定形 ,以 必 其 他 相配 的 各 种 奇异 
JERR. - 般 地 , 蕊 fJ 的 长 度 从 一 到 四 厘米 不 等 (图 11). 

考古 学 家 为 这 些 证 物 构 想 了 许多 功能 . 臂 旭 上 吓 看 作 是 孩子 
E cR. .游戏 的 器 物 . 阳 物 崇拜 的 象征 .妇女 小 雕像 ET ARF 
等 ,但 如 果 德 克 萨 斯 大 学 的 德 尼 兹 ' 登 曼 特 — OO SEXUS (Denise 
Sechnandt-Besserat) 提 出 的 理论 是 正确 的 话 , 那 么 上 述 猜 想 没 有 
-种 是 对 的 :20 世纪 的 70 与 80 4E 4C, SF SEE - 由 塞 瑞 特 带领 


下 的 小 组 ,对 从 116 个 地 方 得 来 的 一 万 多 件 证 物 进行 了 广泛 的 153] 


研究 ,发 现 它们 代表 的 是 特殊 的 物体 而 且 是 用 来 保存 记录 的 .3 
在 她 的 著作 《文字 出 现 之 前 ?上 中 SPE - 贝 塞 瑞 特写 道 : 


这 些 证 物 可 以 这 漳 到 嬉 于 约 公 元 前 8000 年 的 新 石器 
时 代 . 它 们 是 随 着 经 济 的 需要 发 展 的 ,先是 用 来 记录 农 
耕 业 的 收 获 交 ,到 都 市 时 期 便 扩 大 了 使 用 范围 ,用 于 记 
录 手 工作 坊 制 造 和 的 产品 .3 


根据 这 一 论点 ,这 类 让 物 从 第 不 个 下 年 开始 ( 交 字 发 明之 前 


的 五 千年 ;就 被 广泛 地 使 用 了 .公元 前 8000 年 至 前 4400 年 间 使 [54] 


用 的 初期 江 物 ,形状 简单 ,并 以 不 同形 状 代 表 不 同类 的 物体 ， 例 
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谷物 .4 公元 前 4400 年 以 后 ,人 们 设计 并 使 用 了 更 多 形状 的 证 
VJ ,证 物 上 面 的 标记 也 越 来 越 多 , 越 来 越 复杂 .在 农耕 时 代 的 早 
期 ( 公 无 前 8000 年 至 前 3100 年 ), 证 物 与 被 说 明 的 物 遇 之 则 形 
成 一 对 一 的 关系 .三 锥 油 就 用 三 个 卵 形 证 物 来 计数 .四 升 谷物 就 
用 四 个 小 球 来 计数 .这 是 一 种 较 高 级 的 小 棍 计数 法 ,用 证 物 来 鉴 
定 所 计量 的 事物 .此 时 ,证 物 并 不 用 来 表示 抽象 的 数 . 


苏 美 尔 人 创造 文字 


在 铀 石 并 用 时 代 {Chaleolithic Age, 公元 前 4500 年 至 前 
3000 年 ) ,肥沃 新 月 地 区 发 生 了 惊人 的 变化 , 它 几 乎 与 农耕 业 的 
兴起 一 样 富有 戏剧 性 .这 一 变化 就 是 从 小 的 村 落 发 展 出 了 真正 
的 城市 .城市 的 成 长 与 更 复杂 的 证 物 的 使 用 是 相辅相成 的 .第 一 
批 城市 出 现在 美 索 不 达 米 亚 平 原 的 南部 , 即 黄 名 的 苏 美 尔 地 区 ， 
位 于 现在 的 情 拉 充 南 部 .五 千年 来 ,这 一 卓越 文明 的 遗迹 隐藏 在 
仇 拉 点 沙 并 的 黄 永 之 下 ,到 19 世纪 上 半 叶 被 发 现 之 前 ,甚至 设 
有 人 想到 过 它 的 存在 . 苏 美 尔 人 大约 在 公元 前 3500 FAREA 
南部 并 建立 了 帝国 ,这 个 帝国 一 直 延 续 至 约 公 元 前 2000 年 被 巴 
比 伦 人 征服 .到 公元 前 3000 年 ,散布 于 苏 美 尔 地 区 的 城市 已 超 
过 十 二 座 , 其 中 尤 以 乌 尔 城 (Ur) 最 大 . 它 的 居民 太 约 有 两 万 五 千 
人 ,周边 的 农耕 村 藩 的 人 口 达 二 十 万 之 众 . 此 时 ,其 他 一 些 城市 
也 忆 经 出 现在 肥沃 新 月 地 区 .” 

西亚 出 现 的 新 城市 产生 了 剩余 的 人 为 ,于 是 他 们 从 事 起 专 
门 的 商业 活动 与 商品 制造 业 . 为 了 城市 的 兴旺 ,必须 和 其 他 城市 


进行 商品 和 原材料 的 贸易 .例如 , 苏 美 尔 的 城市 不 能 从 本 地 得 到 [56] 


好 的 木材 和 作料 ,也 没有 像 锅 . 银 , 金 等 金属 .货物 运输 与 检验 货 
物 装载 量 的 需要 使 对 会 计 的 需求 量 大 大 增加 . 正 是 苏 美 尔 人 试 
图解 决 这 些 问 题 的 努力 ,导致 了 复杂 证 物 的 出 现 并 最 终 导 致 文 
TEE. 


57] 


“SRE. RBM SE -个 新 的 地 点 时 ,必须 准备 
一 份 供 核查 的 记录 ,以 使 网 买 痢 知道 ,他 或 好 不 会 受 销售 者 或 那 
些 负 责 运 输 者 的 抠 骗 .这 份 记 录 由 表 上 曲 运 出 货物 的 数量 和 类 型 
的 一 组 证 物 组 成 .但 是 销售 者 不 能 把 这 些 证 物 放 在 和 袋子 里 ,因为 
随便 什么 人 都 可 能 偷 去 货物 再 偷 支 相应 的 证 物 , 使 别人 以 为 所 
运 货 物 没 有 撼 缺 .所 以 ,肥沃 新 月 地 区 的 城市 居民 发 明了 -…- 种 巧 
妙 地 保护 证 物 的 办 法 .他 们 用 入 士 把 证 物 囊 在 当中 ,然后 把 黏 十 
WT. ARRET -CARR Pe A BR. RES 
Six PERT. ATT AE T RU EB rir A9 Ee, PLE ur T (ET 5 EAS 
Tit HAST. ABA 1 

Jee 3E PAR ürE 1 69 BA E BR PR 73 HE ff ( bullae ) BY E] FE Cen- 
velopes) , 它们 首先 在 骨 关 的 古代 由 址 苏 塞 被 发 现 .最 而 老 的 封套 
源 白 苏 塞 以 北约 150 公里 处 的 法 鲁 卡巴 德 (Farukhahad) ,年 代 可 
BMAF ZICH 3700 年 至 前 3500 年 .但 是 在 考古 遗址 中 发 现 的 
封套 还 有 另外 一 个 特征 .如 果 你 是 个 运 货 人 并 负责 把 货物 运 至 第 
二 个 运 货 人 那里 ,并 由 后 者 来 完成 货物 的 交 竺 .那么 你 必须 证 实 
你 如 数 交 出 了 货物 .但 妖 土 订 物 隐藏 在 封套 内 ,你 如 何 做 到 这 -- 
AR? 答案 是 :在 烘 干 封套 之 前 , 先 在 其 外 表面 上 刻印 或 绘制 出 
包 在 里 面 的 证 物 的 图 案 .每 一 个 拿 旬 封套 的 人 部 能 轻而易举 地 从 
外 表 的 图 案 * 读 "出 里 面 含 有 的 让 物 . 因 此 , 当 你 把 附带 有 封套 的 
一 批 货物 交 给 运 货 者 时 ,他 可 以 在 其 表面 读 出 所 托运 的 货物 是 什 
么 各 有 和 多少. 到 达 目 的 地 后 ,买主 打 碎 封 食 , 验 证 外 面 的 图 案 标记 
SEHEM SERE ELM EU IER eR 

ERRI SRA RHA MERE PHBE SRD 
SS 2H, FRAPS 17 TaHB EF. ib. ELIESS E ORE 
士 表面 烘 干 的 证 物 的 印记 .所 以 ,他 们 舍弃 了 封套 而 改 用 简单 的 
Fi LAR, PR REE T. EA, BERS BR BIEN bp ies 
套 的 基本 特征 .每 一 个 证 物 仍 代表 一 种 特 指 的 事物 ,因为 数 还 没 
有 从 被 数 (shi) 的 对 象 中 抽象 出 来 .这 种 类 型 的 计算 被 德 尼 


Lu 


Ze OF ETE 贝 塞 瑞 特 称 为 具体 的 计数 (concrete counting) , £51 TE 
公元 前 3500 年 至 前 3100 年 问 用 于 封套 和 泥 板 上 .最 后 , 约 在 公 
元 前 3100 年 左右 , 益 匡 尔 上 人 将 表示 事物 多 少 的 数 与 事物 本 身分 
离开 来 ,抽象 的 数字 被 刻印 在 黏 士 上 ,同时 代表 被 计量 的 事物 的 
象形 文字 也 用 书写 工具 刻 在 黏 士 上 (图 13). 数 与 所 数 (shi) 对 
象 的 分 离 非 常 有 效 . 它 可 以 用 基数 来 标记 事物 的 数量 , 鼎 跟 单独 
用 于 标记 事物 的 象形 文字 相配 ,用 起 来 很 方便 .一 瑟 事 先 不 再 与 
数 联 系 在 一 起 , 则 代表 它们 的 象形 文字 就 能 被 推 而 广 之 ,用 来 表 
示 许 多 不 同 的 概 售 ,于 是 文字 诞生 了 . 馈 紧 特 - 贝 塞 丧 特 为 我 们 
Bri am FAJE: 


证 物 便 我 们 对 文字 的 性 质 有 了 一 种 新 将 润 见 . 它 们 证 
明 , 在 近东 ,文字 是 通过 计数 图 案 形 成 的 ;事实 上 ,文字 
AGGER SI PS. 当 数 的 概念 与 被 数 的 各 种 事物 
的 概念 被 抽象 出 来 后 ,象形 文字 就 不 再 被 限制 在 以 一 
一 对 应 的 方式 显示 事物 单元 的 数目 . 随 着 数字 的 发 明 ， 
罕 形 文字 不 再 限于 计量 而 为 人 类 打开 了 其 他 的 奋斗 领 
域 …… 抽象 数 字 的 发 明 是 数学 的 开端 ,也 是 文字 的 发 


人 类 最 辉 烛 的 创造 之 一 一 一 文字 ,是 苏 美 尔 人 在 公元 前 
3500 年 至 前 3100 年 之 间 获 得 的 .之 前 ,文化 的 继 羧 都 是 虞 口头 
表达 或 靠 动作 示范 而 传达 给 后 代 的 .有 了 文字 ,-- 切 都 变 了 . 人 
们 不 区 能 把 信息 传 给 自己 直接 的 继承 者 , BES AS HE E 
下 的 人 和 隔 着 许多 代 的 后 人 人. 通过 对 第 -一 批文 字 的 考察 ,我 们 隐 
约 看 到 了 -- 幅 古代 人 是 如 何 生活 与 怎样 计算 的 图 景 , 正 因 记录 L58] 
数目 的 需要 ,成 为 文字 形成 的 最 初 的 动力 . 

茵 英和 尔 人 的 最 早 的 文字 只 是 些 刻 印 在 软 莫 土 上 的 证 物 的 印 
痕 , 出 现 的 时 间 约 在 公元 前 3500 年 . 接 下 去 是 出 现在 约 公 元 前 


3 100 年 的 表示 数 的 证 物 的 印痕 加 上 代表 事物 的 象形 文字 .为 在 
忒 土 上 .木头 上 或 骨头 上 雕刻 ,使 用 了 形 如 圆柱 状 铅笔 的 刻字 
笔 .使 用 这 类 文字 的 目的 是 记录 日 期 和 保存 物品 清单 . 约 在 公元 
前 3000 年 左右 , 苏 美 尔 人 从 早期 的 文字 发 展 出 一 种 模 形 文字 . 
有 了 槐 形 文字 ,证 物 的 图 形 化 表意 文字 被 表 音 符号 所 符 代 ,并 演 
化 出 一 种 单独 的 抽象 数字 体系 .早期 的 文字 是 自 右 向 左 柱 状 排 
列 的 .这 一 习惯 在 公元 前 3000 年 以 后 才 疏 为 从 左 高 右 横 陨 书 
写 . 兴 美和 尔 人 艰辛 努力 的 成 果 , 由 于 使 用 的 书写 谍 体 是 烘 干 的 藕 
土 , 才 得 以 一 直 保 存 到 今天 ,历时 五 干 多 年 ,这 真是 我 们 的 幸运 . 


苏 美 尔 人 的 数学 


对 苏 美 尔 人 的 数学 ,人 们 所 知 甚 少 , 但 从 现存 的 他 们 的 泥 板 

可 知 , 他 们 显然 知道 四 种 基本 的 算术 运算 :加 、 减 .和 蔷 和 除 . 苏 美 
尔 人 的 社会 已 复杂 到 需要 使 用 自然 数 的 运算 技能 .我 们 从 最 早 
的 代表 数 的 证 物 就 可 以 看 出 , 苏 美 尔 人 的 数 系 比 更 早期 的 2 元 
计数 体系 ,5 元 计数 体系 甚或 10 元 计数 体系 要 复杂 ,因为 它 是 
建立 在 六 十 和 十 基础 上 的 六 十 进位 制 体系 ,很 多 泥 板 好 像 是 学 
生 ( 未 来 的 书记 员 ) 在 上 实践 课时 的 作业 .我 们 从 这 些 泥 酸 中 得 
知 , 劳 美 乐 人 会 处 理 非常 大 的 数 和 非常 小 的 数 , 既 会 用 整数 也 能 
算 分 数 . 为 了 刻写 数 “ 一 ”. 书 记 员 需 把 圆柱 形 刻 字 笔 按 一 定 的 角 
度 压 进 黏土 中 .这 样 就 留 下 一 个 半圆 形 的 印记 , 它 看 起 来 像 个 挂 
在 一 条 边 上 的 大 写字 母 “D"( 图 12}) .重复 使 用 “一 "的 符号 就 表 
示 较 大 的 数 . 这 些 用 来 表示 数 的 数字 的 汇集 要 中 其 他 文字 分 开 
[59] 7z , 置 于 一 个 矩形 之 中 . 当 刻 到 十 时 ,刻字 笔 垂 家 地 压 进 生 土 形 
成 一 个 小 圆圈 {e) .但 是 苏 美 尔 人 的 数 系 并 非 以 十 ,而 是 以 六 十 
为 基底 的 .一 到 五 十 九 用 代表 “一 "的 { 吉 ) 与 代表 "十 "的 (0) 的 组 
合 来 表示 .至 于 六 十 ,是 将 一 个 太 的 “D” 形 符号 刻印 在 条 土 上 . 
下 一 步 是 表示 600 或 60: 10, 使 用 内 有 一 个 小 圆 的 大 的 “D” 
(@) .60 x 60 BK 3 600 J& — 1 [BL (OO ,而 36 000€ BI 10-60-60) 


ETA RAAE AeA COO .早期 苏 美 尔 人 使 用 的 这 些 效 的 
JEAK SI EPA 12 F. [601 
FR TTL CE HOE RR 于 每 个 数 宁 在 一 个 数 中 的 位 置 . 三 十 
七 和 七 二 三 和 不同 ,因为 一 和 七 这 两 个 数字 所 处 的 位 置 不 同 . 因 此 
说 我 们 的 数 系 是 位 值 制 的 数 系 .时期 苏 美 尔 人 的 数 系 不 是 位 值 
制 的 ,因为 书记 员 只 是 把 表示 各 种 值 的 符号 放 在 一 起 以 得 到 一 
个 预期 的 和 . 跟 我 们 现代 的 体系 不 同 , 那 些 罕 号 个 会 因为 在 不 同 
的 位 置 而 代表 不 同 的 值 .后 来 的 栅 形 文字 是 用 一 种 特殊 形状 的 
Aly 2 Hs E S ER 下 刻印 出 来 的 , 形 如 一 个 带 小 尾巴 的 三 角形 . 
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[61] 


我 们 知道 , 蓉 美 尔 人 到 公元 前 2400 年 已 在 签 帐 单 了 ,他 们 
按 夏 斯 (shars ,一 种 度 盟 单位 ) 焰 芋 土 地 , 按 索 勒 恩 特 (gus ,度量 
TR fr MR ht FRB Cka, PEER fe) OR BE ot A FAIR AL . 
BERERE E, Ia + .一 分 之 .一 和 六 分 之 五 这 些 
分 数 ,这 是 迄今 所 知 的 试 为 分 数 也 是 数 的 最 古老 的 例证 . 苏 美 尔 
人 的 数 系 的 显 苦 特 点 是 :以 六 十 为 基 痪 (并 以 十 为 其 中 间 步 又 ) ， 
开明 已 经 开始 使 用 分 数 .这 使 得 苏 美 尔 人 既 能 写 出 大 的 数 ,也 能 
7j ASD 

我 们 无 论 告 样 踢 调 苏 美 尔 人 使 用 分 数 的 重要 性 都 不 为 过 . 
日 从 开始 用 有 省 数 计数 ,人 人 们 才 开 始 对 于 数 的 抽象 ,当时 会 用 的 
只 有 自然 数 . 此 时 苏 美 尔 人 3 引进 了 一 类 新 的 数 .如果 第 一 批 数 的 
命名 可 追溯 到 快速 语音 语 刘 发 展 的 年 代 5 近 于 万 年 前 ) ,就 是 说 
丛生 然 数 到 分 数 的 旅程 竟 花 了 近 十 万 年 的 时 光 ! SPICE RE 
XR . 况 旦 ,我 们 将 看 到 埃及 人 和 和 希腊 人 不 像 苏 美 尔 人 那样 全 盘 
接受 分 数 的 思想 . 


卓越 的 巴比伦 人 


大 家 知道 ,大 约 在 公元 前 2000 年 在 右 , 阿 莫 里 特 人 侵入 苏 
和 美 尔 王 国 ,征服 了 它 的 城市 ,并 于 公元 前 2006 ^EHESE T UR E. 
于 是 ,这 些 人 成 了 著名 的 书 比 伦 人 ,建立 起 一 个 包括 现今 的 悍 拉 
网 、 约 日 和 投 利 亚 在 内 的 庞大 帝国 .他 们 修建 了 众多 城市 ,其 中 
包括 著名 的 叫 比 伦 城 , 这 个 帝国 一 直 延 续 到 公元 前 538 年 . 那 年 
巴比伦 城 沙 入 波斯 的 居 鲁 七 之 手 . 

巴比伦 大 征 服 苏 美 尔 王国 后 , 延 册 了 苏 美 尔 人 的 模 形 文字 
和 他 们 的 数学 . 现 已 发 现 数 干 块 巴 比 伦 人 的 模 形 文字 泥 板 ,大 都 
属于 公元 前 2000 第 和 公元 前 600 年 左右 的 两 个 时 期 .这 些 古 老 
的 记录 给 我 们 带 来 了 有 关 巴 比 伦 数 掌 的 大 盘 信 息 . 巴 比 伦 作 保 
留 了 苏 美 尔 人 基于 上 和 六 二 的 基本 数 系 ,但 是 放弃 了 代表 60, 
10-60,60°, 10-607 和 60? 的 特殊 符号 :他 们 只 保留 了 两 个 符 导 ， 


13 FÈRRE. ED EVE RE Ce A 33.648 [RS ITO FEDES C 
TRUE Md RB ERS 1 BASE BOE SEXE CE GR COR SEE E AF 
坚 特 - 贝 塞 瑞 特 , 奥 斯 宁 的 得 克 萨 斯 大 学 ,和 加 拿 天 安大略 省 .安大略 和 皇 
家 博物 馆 允 许 使 用 ) 


一 个 是 带 王 直 小 尾巴 欧 三 角形 , 岂 做 尖 辟 (1T), 仍 表示 1; 另 一 -个 
是 两 傅 都 带 小 尾巴 的 二 角形 . 喇 做 针 钧 (< ) ,代表 10.{ 但 是 有 三 
个 例外 , 即 分 数 一 分 之 一 .三 分 之 一 和 三 分 之 二 ,分 别 前 有 自己 
特定 的 符号 .) 这 一 特色 使 他 们 的 体系 几 于 成 了 古代 各 民族 中 独 
一 无 二 的 数 系 .他 们 使 用 前 位 和 值 制 体系 风能 表示 大 的 数 也 能 表 
示 小 的 数 . 

我 们 通常 使 用 的 十 进 制 数 系 也 是 一 种 位 值 制 体系 ,能 够 表 


不 大 芍 数 和 小 的 数 ,并 能 实行 复杂 的 计算 .例如 1 代表 数 “ 一 ”, 62] 


10 就 是 数 " 十 ” ,而 100 表示 数 " -- 百 ”.“1” 在 - -个 数 中 所 在 的 位 
置 会 告诉 你 应 赋予 它 芍 数值 .不 妨 考 虑 743 这 个 数 .在 非 位 值 制 
体系 中 ,这 个 数 可 能 是 7+4+3= 14. 但 在 我 们 的 体系 中 , 它 应 
当 是 7x100+4x10+3=700+40+3, 或 者 说 七 正四 十 三 .如 
桌 在 我 们 的 体系 中 表示 分 数 ,我 们 就 放 一 个 小 数 点 在 右 侧 , 接 下 
去 的 数字 咕 次 表 频 二 分 之 几 , 百 分 之 几 , 等 等 .因此 ,37.32 代表 
— 57 — 


ER 


5x10-743x (5) +2x (soa) 2504740.340.02-2 57.32. 

Chee TE ALES Hr TECH DIS R EA [8] EE BS A es 4E MLS TT AS 
是 十 为 基底 .所 以 ,在 巴比伦 人 的 数 系 中 ,621 这 个 数 ( 这 里 使 用 
阿拉 伯 数 字 ) 不 是 六 百 二 十 一 ,和 而 是 : 

6x 60? + 2x60«1-216004 1204 12 21 721. 

当然 ,他 们 当时 用 来 表示 621 的 符号 不 是 我 们 使 用 的 阿拉 
们 数字 符 叶 ,而 是 他 们 自己 的 三 角 状 的 尖 辟 符号 .因此 , 数 
21721 就 写成 : 


nm TT 


他 们 吓 以 用 这 种 位 值 制 体系 展示 分 数 . 例如 ，4.5 的 表示 
法 是 在 TTTI 的 右边 上 跟着 <<< .和 TT 表示 4.5 中 的 AL Tie 
(或 者 说 三 十》 表示 六 十 分 之 三 十， 这 跟 十 分 之 五 是 一 样 的 . 
因此 ， 仪 用 表示 一 《1T》 和 十 (<) WOAH, BERAR 
据 他 们 的 位 值 制 体系 就 能 写 出 非常 大 和 非常 小 的 数 ， 并 能 用 它 
们 有 效 地 进行 计算 . 学 者 们 迷惑 不 解 的 是 为 什么 苏 美 尔 人 选 定 
以 60 为 基底 ， 而 巴比伦 人 又 继续 使 用 之 《大福 在 苏 美 尔 人 之 
前 ， 尚 无 文字 的 西亚 人 就 使 用 过 这 种 进位 法 ， 作 为 证 物 计 数 体 
系 的 组 成 部 分 .一 个 让 能 的 解释 是 ，60 怡 好 能 够 被 许多 较 小 
的 数 除 尽 . BU, 60 RILIR 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12，15 和 30 
整除 . 这 可 以 使 许多 基本 的 计算 变 得 很 简单 、 苏 美 尔 人 和 巴 比 
伦 估 的 体系 被 广泛 地 用 于 计算 重量 、 大 小 及 土地 面积 一 60 
E RE BRTEf 11 2$ SEP . 

不 幸 的 是 ,巴比伦 人 的 数 系 有 两 个 重大 的 缺陷 .第 -- ,没有 

[63] 像 我 们 的 零 那 样 的 占 位 符号 来 表示 旦 一 个 六 十 的 寡 次 是 空位 ， 
第 二 ,没有 表示 一 个 数 的 分 数 部 分 从 何 处 开始 的 小 数 点 .我 们 只 
好 很 定 当时 的 读者 必须 从 阿 题 的 上 下 文 来 作 判 断 . 这 使 得 巴 比 
伦 大 写 出 的 数 往往 是 多 义 的 .例如 写 出 < 信和 <<< 就 可 能 表 
示 下 列 数 中 的 任何 一 个 ， 


(a) 12x 607 - 2 x 60+ 30= 43 350; 
l 
60 


(e) 12x 60 2 30x (a5) = 722.5; 


(b) 12x 605 + 2+ 30 x ( ) = 216 002.5; 


(d) 124+2x ($) +30x (4 - 12.041 6663 (RHE) . 


BY BAA LRL SERE HR P) RISE ER CL Bip b Rp eb 
的 十 二 ,二 和 三 十 在 位 值 制 中 的 取 值 . 占 位 符 导 或 零 直到 巴比伦 
帝国 灭亡 两 个 世纪 以 后 的 亚历山大 大 帝 时 代 才 开始 使 用 . 那 是 
用 两 个 斜 写 芍 尖 臂 组 成 的 专门 符号 放 在 数字 之 间 , 起 到 零 的 作 
H. 

尽管 忽略 了 零 和 小 数 点 ,巴比伦 人 的 数字 体系 还 是 优 于 埃 
及 和 和 希腊 的 非 位 值 制 数 杀 .巴比伦 人 显然 达到 了 较 高 的 数学 水 
平 .考古 出 土 的 许多 泥 板 记 有 诸如 蒋 法 . 数 的 平方 ,倒数 .立方 、 
平方 根 和 立方 要 的 各 种 数学 表 , 还 有 计算 利息 的 表格 .巴比伦 入 
也 懂得 怎样 用 代数 方法 解决 问题 ,并 远 远 超过 了 埃及 人 的 水 平 . 
他 们 知道 如 何在 一 个 等 式 的 两 边 作 同样 的 加 或 乘 以 把 它 化 简 . 
他 们 能 够 做 简单 的 因子 分 解 .他 们 像 我 们 .一 样 不 用 文字 代表 数 
量 , 但 是 使 用 像 容 积 、 宽 度 和 长 度 这 样 的 术语 

巴比伦 人 甚至 能 解 有 两 个 未 知 数 的 联 立 方程 ,以 及 某 种 二 
次 方程 和 一 些 宇 次 方程 .他 们 也 知道 所 请 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 了 ， 
即 直 和 角 三 角形 的 两 直角 边 的 平 塘 和 等 于 斜 边 的 平方 ,用 符 导 表 
示 可 写成 A?+ B^- C?, 其 中 4 和 8 是 两 直角 边 的 长 度 ,C REG 
边 的 长 度 ( 图 14) .古代 学 者 把 这 一 发 瑰 归功 于 生活 于 公元 前 6 
世纪 的 希腊 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras ) .然而 后 来 的 许多 发 
现 都 清楚 地 表明 , 远 在 毕 达 哥 拉 斯 之 前 ,巴比伦 人 和 中 国人 就 知 [64] 
道 这 个 定理 (中 国人 人 现 称 之 为 * 勾 股 定理 ”) .存在 无 穷 多 的 二 元 


(D 亦 称 各 股 定 理 .一 一 党 注 
— $9 — 


a a 


SSPE PE. AP C A BIKE RO. 例 
AU. OR BH = AT Oe BAS ee, AA RR 
们 在 -一 个 两 条 这 的 长 度 分 别 为 三 和 四 的 直角 三 角形 ,那么 较 长 
的 斜 过 的 长 谋 必 是 二 .我 们 知道 ， 
374 4° = 57 HE O+ 16225, 
GHIAR RE AB 2 A Re, A fib f] PE HY 3X = OUS OS 
A, Fe ALOK ff] e feix ORE FISIBUXS £F --2b.BnpRdefUÉ-- 
TTA 二 角形 , 它 的 两 条 边 的 长 度 都 大 1, 则 余 边 的 长 度 是 咏 . 
iX ATE, RES OX 为 身边 的 长 度 , 然 后 用 勾 股 定理 解 
Bx. 
NX? = l+ t+, 
当 好 等 于 2 时 ,xX 等 于 .2. 但 2 是 什么 数 ? 结果 证 明 它 既 
不 是 白 然 数 也 不 是 分 数 , 而 是 全 新 的 一 类 数 . 在 一 块 泥 板 上 , 弓 
[65] 比 伦 人 及 体 计算 出 yw2 为 1.414 212 9. 2889 88 80. Ez D RC TEL ELORT 
1.414 213 562. B E fe A BU 3x P EL E KL £6 AF 0.000000 7, 
后 者 确实 是个 非常 小 的 量 . ”巴比伦 人 意识 到 了 他 们 正在 讨论 一 


A 
图 14 Jos HELA BEL PERO A AAT B*- 6 
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类 新 的 数 吗 ? 目前 述 没 在 证 据说 明 这 一 点 ,但 他 们 已 如 此 接近 
了 发 现 无 理 数 .而 无 理 数 要 得 到 最 终 的 确认 尚 需 等 待 下 五 个 世 
AUE RAS UAE. 

E EE WCE FA oc! AEWA AH. ARME 
SAT HARET EOE Oe .火星 KE .土星 ) 的 周期 
ic 50 TRA ON ATE TTA ARE TAE Ee 
TER FIR RAL ALR HER ER AJAA. 

OS Z CS pede A mese HEA? 我 们 已 说 过 在 他 们 的 数 
系 中 没有 鹤 和 和 小数点 .此 外 ,他 们 利用 数学 显然 是 为 了 解决 实际 
问题 而 非 疯 明 一 般 规 律 .他 们 并 不 区 分 精确 解 与 近似 解 ,看 来 他 
们 也 不 帘 要 数 党 证明 .尽管 存在 这 些 不 呈 ,巴比伦 人 确实 达到 了 
他 人 那个 时 代 明 高 的 数学 术 平 ,超过 了 与 其 同时 代 的 埃及 人 . 

概括 一 下 已 为 苏 苹 尔 太 与 已 比 伦 人 展 涝 的 西亚 地 区 人 人 们 的 
A se, defi TAT ELE ERR RI 一 些 最 重要 的 内 容 : 

(a) 创造 了 文字 : 

(b) SJ A T 4p Re: 

(e) 发 展 本 位 值 测 数 池 体系; 

(d) 数学 从 简单 的 对 事物 的 计数 ( 记 帐 ) 演 进 和 天 问题 的 求解 

【代数 ) 与 面积 的 度量 (几何 ). 

PAT EA TET RRR SEAS ACA EBA PE a, 
其 中 有 许久 仍然 未 被 译 解 .由 于 直到 20 世纪 70 年 化 以 后 才 考 
古 发 据 出 目 代 这 -时 期 的 城市 (例如 叙利亚 的 埃 伯 拉 (Fbia) ) ， 
所 以 关于 机 亚 这 一 时 期 的 历史 全 在 写作 之 中 .新 的 发 现 叮 能 会 
要 求 我 们 重新 评价 这 些 非 凡 的 大 们 的 数学 成 就 . 


R 及 人 


占 翅 及 天 证 成 的 伟 下 ,以 员 他 们 帝国 悠长 的 上 历时, 常 使 历史 
学 家 给 握 他 们 的 数学 以 很 高 的 评价 ,而 仔细 的 研究 表明 ,这 种 赞 
SA aoe. 


TR RM KE BOSE BABA ZR AEN. fe TT a SC BH CEA T 
2270 AU aS 3L P T £F PSE — B4 H3 FP — AOE SEB z 76 Bi 332 年 
被 亚历山大 大 帝 所 征服 ,历时 四 千年 .很 早 以 前 ,埃及 大 居 住 在 
两 个 干 国 里 :位 于 尼罗河 河谷 的 上 埃及 和 和 位 于 尼罗河 三 角 洲 的 
Pie .在 公开 前 3500 年 至 前 3000 年 间 ,梅内 斯 (Menes) 将 它 
们 统一 次 一 个 大 的 帝国 , 定 都 在 庆 斐 斯 .埃及 在 此 后 的 三 千年 里 
成 为 一 个 伟大 的 忆 界 强国 .唯一 的 一 次 分 裂 发 生 在 公元 前 1720 
年 至 前 1570 年 间 , 那 时 来 自 小 亚 细 炎 的 喜 克 索 人 (Hyksos) 征 服 
了 埃及 的 三 角 洲 地 区 . 

埃及 人 从 公元 前 第 30 拱 纪 到 第 三 王朝 时 代 { 约 公元 前 
2500 年 ) 达 到 了 他 们 早期 文明 的 高 峰 . 在 这 一 时 期 ,他 们 建造 了 
伟大 的 人 金字塔; 也 可 能 就 在 这 个 时 期 ,他 们 为 他 们 的 数学 葛 定 了 
基础 ,尽管 尚 无 直接 的 证 据 . 他 们 登 上 辉煌 高 峰 的 速度 十 分 迅 
速 , 恰 在 公元 前 3000 年 前 多 , 他们 掌握 了 用 于 建筑 业 的 切 制 石 
块 的 技术 ,到 公元 前 第 29 世纪 开始 的 时 候 , 已 在 修建 吉 萨 大 使 
SIS pm 

在 尼罗河 畔 天 量 种 植 小 麦 的 埃及 文明 十 分 强大 , 它 的 力量 
造就 了 埃及 人 的 耐久 力 和 坚 宙 性 .这 种 上方 其 反映 在 他 们 伟大 的 
纪念 性 建筑 及 其 社会 的 漫长 历史 中 ,可 是 也 反映 在 他 信 的 数学 
从 公元 前 第 三 个 千年 以 来 几 平 没有 什么 进展 {好 像 完全 没有 )， 
他 们 不 需要 更 好 的 数学 ,因为 已 有 的 数学 已 定 令 够 用 了 . 

埃及 人 人 发展 了 两 种 文字 .第 一 种 是 象形 交 字 , 它 在 公元 前 
3000 年 左右 出 现时 是 些 芥 单 的 图 画 式 符号 ,可 能 受到 过 苏 美 尔 
人 的 棉 形 文字 的 影响 .象形 文 宁 渐 渐 发 形成 -… 种 绘画 文 字 与 表 
音符 号 的 组 合体 ,并 和 作为 正式 文字 用 于 纪念 性 建筑 和 庙 字 中 .这 
种 文字 的 主要 用 途 是 i 有 灵 法 老 个 人 的 成 就 ,这 种 2 if- FEE 
到 会 元 前 1 世纪 . 

第 一 种 文字 称 为 僧 们 文 , 用 于 帝国 吕 常 事物 的 管理 . 6 FLX 
不 如 象形 文字 正 般 ,不 过 里 抽象 ,通常 只 需要 用 较 少 的 笔画 来 


与 .我 们 正 是 通过 僧侣 文 了 解 到 埃 夏 数学 的 大 部 分 内 容 的 , 数 下 
f FB 7K 75 CHER BAS DOT) SORA EE C POE LS EK RC MS 
Ei Tir EL E LC UE LEE LEER CB RS EU] Y fae NE SESE 
X SB AREA. — As b DL 0E CR hind ) 纸 草书 ,大 约 写 于 公元 
前 1650 年 ,但 它 显然 是 早 在 公元 前 2000 年 至 前 1800 年 间 写 成 
的 书卷 的 抄写 本 . 另 一 本 是 莫斯科 纸 草 韦 , 它 的 成 书 年 代 约 是 公 
Jüüs 1890 年 .两 本 节 中 都 含有 埃及 的 书记 员 们 共同 面 疝 的 实际 
问题 的 例子 . 赖 因 德 纸 草书 基 含 有 从 二 四 个 问题 的 内 容 广泛 的 
文献 ,而 莫斯科 纸 章 书 只 有 二 十 五 个 问题 .负责 用 僧侣 文 在 纸 草 
上 书本 的 书记 员 是 笛 侣 中 的 一 个 独特 阶层 ,通常 是 些 受信 颊 的 
媒 隶 .他 们 一 般 在 作为 政府 视 构 的 庙 字 里 从 事 秘 书 和 会 计 工 作 . 

埃 受 人 的 数 系 是 以 干 为 茜 底 的 .象形 文 定 中 用 -一 种 笔画 
(的 组 合 代 表 从 一 到 无 这 用 个 数 ,而 在 曹 写 的 僧 任 文中 只 利 
用 这 种 笔画 来 大 未 一 到 =, 从 四 到 九 都 有 各 自 独 特 的 符 导 ( 侠 
15). AAAS AMAR . 百 . 千 .万 其 至 更 大 的 数 . 这 里 设 有 
为 同一 符号 因 在 不 同位 置 而 指定 不 同 的 值 .所 以 这 种 体系 纯粹 
是 加 法 性 的 .为 了 读 一 个 数 ,只 需 把 其 中 不 辣 符 号 代表 的 值 相 
加. 这 可 能 使 大 数 的 表 于 变 得 很 累 欧 , 不 过 埃及 人 确实 设法 记录 
大 到 几 责 万 的 数 .早期 的 文字 通常 反映 作者 的 个 性 ,他 或 她 会 选 
拌 使 用 自己 特殊 的 符号 ,直到 公元 前 第 15 世纪 ,文字 才 达 到 了 
适度 的 标准 化 . 

像 巴 比 轮 人 一 样 , 埃 及 人 也 使 用 分 数 .然而 他 们 的 体系 要 第 
质 得 多 .除了 三 分 之 二 和 号 分 之 三 以 让, 他们 的 所 月 分 数 都 是 单 
分 数 , 即 分 子 必 须 是 一 ,而 分 母 可 为 任意 整数 ,四 此 ,一 切 分 数 在 


形式 上 都 是 ”这 意味 着 分 子 大 于 -~ 的 普通 分 数 必须 表示 成 几 [68] 
个 单 分 数 的 和 . 例如 , 子 要 写成 二 + 上 .其 他 的 分 数 可 能 要 用 到 
一 组 更 复杂 的 单 分 数 ,例如 , 宁 变 成 了 寺 + be he 最 而 易 见 ， 


WATA IO DAB ASR M8 5) RES ASTRAL. 为 了 进行 单 
分 数 的 计算 .埃及 人 不 得 不 求助 于 大 基 的 表格 . 例如 ,有 -一 张 表 
格 列 出 了 - -组 由 单 分 数 加 信和 后 得 出 的 单 分 数 , 即 把 形 如 之 的 分 
数 写 成 单 分 数 .实际 上 ,把 分 数 写 成 单 分 数 的 和 的 方法 并 不 瞧 
co. 这 意味 着 两 位 基 记 失 可 能 把 同一 个 分 数 写 成 是 种 形式 .给 办 
认 了 : 作 带 来 了 困难 . 
广泛 地 使 用 单 分 数 可 能 是 由 埃及 人 的 记号 体系 造成 的 .在 
691 象形 文字 中 ,分 数 写成 在 整数 上 方 加 个 椭圆 形 {图 15); ifie f 
但 文中 ,从 五 分 之 -起 通常 写成 在 整数 上 方 加 个 点 . 因此 ,这 种 
记号 体系 使 得 写 单 分 数 非常 简单 ,因为 此 时 实际 上 只 需要 写 分 
母 ;而 写 任何 其 他 不 是 单 分 数 的 分 数 就 天 难 得 多 . 最 然 也 有 专门 
的 符号 表示 二 分 之 一 、 三 分 之 二 和 四 分 之 一 ,但 埃及 人 对 使 用 单 
分 数 的 约定 限制 了 他 们 在 数 方面 的 发 展 ， 埃 吧 人 使 用 单 分 数 的 


象形 文字 max REX mix 
! ! J 100 Q 2 
2 t ll 1 000 í b 
3 Hi w 10 000 3 7 
M Iul — 190 000 n a 
5 u "X 1 000 000 X tm 
5 出 ul + EN 7 
7 t + T < 
8 att 一 ES 宁 + 
’ " — (Kk 才 T x 
* * * 
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影 啊 远 和 还 超出 了 他 们 县 已 的 文明 ,划分 数 也 为 对 号 人 所 用 并 进 
AZ pita fy at By EP 

HERES Re AAT SPCR ih HE 88 EE Pe A RADA AS fp RE 
E tite HE uf — PM a BD AS Erg aS T 

Tit fe > BA E pefe A PHEA ME R A P Rc pof pe 
RIP RULA TED I MEI RE RIMAR, KEITA i 
两 种 运算 ,其 性 质 也 是 在 做 加 该 . PN A ee. A E] EI Fe su 
出 其 中 一 个 数 的 倍数 ;从 一 倍 开 始 , 然 后 以 二 的 知 次 倍 递增 , 即 
— 4B .四 情 . 八 倍 , 等 等 .直面 是 7 乘 11 的 例子 ， 


“| 7 
f2 i4 

4 28 
/ÁS 56 


SET CE BEES gg dock y 118g 7 BUfENESUCI AH 248— 
1 .我 们 把 三 边 一 列 中 科 应 的 数 加 在 一 起 就 得 到 结果 :7 14 + 
56 = 77. 滋 法 按 加 倍 的 方法 来 做 在 埃及 人 之 后 又 沿用 了 几 百 年 ; 
由 于 它 在 东欧 入 中 很 流行 , 琉 在 被 称 为 俄罗斯 农夫 法 , 这 一 直 吓 
普通 人 在 日 常生 活 中 做 乘法 时 最 喜欢 用 的 方法 . 

做 除法 就 需要 点 小 技巧 了 ,不 过 它 也 依赖 于 同一 种 程序 . 如 
果 要 计算 187 BREA 11, 我 们 从 除数 的 加 信和 战 减 半 开始 ,然后 进 
行 选择 和 直到 适当 的 组 合 加 起 来 等 于 被 除数 为 止 . 


/1 11 
2 22 
4 44 
8 88 
/16 176 


从 右边 一 列 我 们 看 到 11 176 = 187. 因 此 ,我 们 把 去 边 一 
到 中 对 应 的 数 加 起 来 就 得 到 商 数 , 芭 L 16= 17. 
除了 算术 由 则 运算 ,埃及 人 还 能 以 叙述 的 方式 解 出 很 有 限 
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的 一 些 代数 与 几何 问题 .为 什么 以 叙述 的 方式 呢 ” 因 为 他 们 凡 
平 没 有 代表 代数 运算 的 符号 .加 与 减 的 符号 分 别 表示 为 一 个 人 
卡 进 (如) 或 走出 ( 减 ) 房 尿 .在 代数 方面 .他们 解决 形 如 x + ax = 
b Hix + ax thx moc WER- TREI AAIE. iNES 
决 过 -- 些 含有 一 个 或 两 个 未 知 数 的 简单 的 一 次 方程 ,用 现代 的 
Et TS AA HE J PERE RE ax? + bx to =O BE ax? + by? =o, PEST 
方面 ,他 们 有 -EH AERA BBO IUD]. H PERR REA 
AA Ty ae LAETH NEILE. YE SHE eA BLS, HL ATT SE 
着 的 是 所 谓 的 试 位 法 (false position) . HT3X MAI, Hid RAB 
方程 中 称 为 " 堆 "(heap) 的 未 知 数 应 取 的 值 . 然后 他 把 这 个 值 代 
入 方程 中 看 其 是 否 正 确 .如 果 它 不 满足 方程 ,他 表 对 它 做 适当 的 
调整 ,直到 得 包 正 确 的 值 为 祭 、 

信 们 常常 称道 古 埃及 人 知道 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,但 是 并 无 直 
接 的 文字 证 据 . 不 过 ,他 们 的 测量 员 可 能 真 的 知道 ,把 . RR AP 
成 三 段 ,分 别 等 于 于、 四 .五 个 单位 长 ,那么 用 它们 围 成 的 三 角形 
是 直角 一 角形 - 像 巴比伦 人 一 样 , 埃 及 人 也 不 知道 无 理 数 ( 即 那 
些 不 能 表 成 两 个 整数 之 比 且 的 数 |, 他 们 只 使 用 整数 和 分 数 来 
表示 代数 方程 中 出 现 的 数 的 平方 根 .他 们 对 a 的 一 个 估 值 来 源 
于 贺 面 积 的 公式 4 = (FP) (其 中 4 古 面 积 ,D 是 直径 ). 这 上 暗示 
T x 的 值 为 3. 160 5, 误 差 小 于 1%. 

根据 对 金字 塔 的 大 量 人 研究 ,有 人 宜 称 他 们 已 揭示 出 埃及 人 
知道 茜 些 重要 的 数学 关系 .可 是 十 埃及 人 白 己 的 文字 记载 并 不 
支持 这 种 说 法 .虽然 埃及 人 的 数学 落 在 巴比伦 人 的 后 面 ,但 他 们 
在 测量 方面 的 确 做 出 了 迷人 的 业绩 . FERREA E - 史密斯 《数学 
史 》 一 书 中 的 说 法 ,大 人 金字塔 各 边 长 的 最 大 误差 仅 为 0.63 英寸， 
他 指出 ,这 只 是 总 长 的 条 656- 精密 性 的 第 二 个 例子 是 金字 塔 各 
棱角 的 误差 不 超过 (1 度 中 的 )12 秒 , 它 只 是 直角 所 含 90 度 的 
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Sij FSS AS A CS, H RS AN x. 
除了 为 工人 分 面包 和 志 漆 .测量 建筑 物 等 日 常事 物 外 ,埃及 
需要 一 部 好 的 历法 ,他 们 以 生长 在 尼 罗 启 从 的 小 麦 为 后, 必须 
天 清 河流 的 证 滥 和 改道 跟 时 间 的 关系 , 埃 凡 人 的 一 年 包含 12 个 
月 (每 月 30 到} 外 加 5 个 (宗教 ) 季 日 ,其 365 天 .这 样 会 少 四 分 
之 一 太 . 他 们 没有 像 我 们 那样 每 隔 相 年 在 三 月份 增 加 --- 天 以 做 
VPE, 这 意味 善 这 种 不 必 调 整 的 历法 会 慢 慢 地 与 季节 不 符 , 要 经 
W | 460 年 它 的 日 期 才 会 肯 次 与 季节 相符 .根据 这 一 事实 ,人 姓 ] 
指出 这 部 埃及 历法 是 在 公元 前 4241 年 .或 是 在 公元 前 2773 年 
制订 的 .32 然而 ,埃及 人 制订 历法 并 不 像 马 比 伦 人 那样 要 依据 整 
个 便 星 星座 ,而 只 是 依据 单 颗 恒星 一 一 天 狼 星 .因此 ,他 们 的 天 
文学 不 如 巴比伦 的 天 文学 . 他们 的 历法 以 正好 在 日 出 前 可 在 地 
平 线 处 看 到 天 狼 尼 为 起 点 ,此 部 复 季 的 第 … 天 .之 所 以 选 定 这 --- 
天 ,因为 这 天 正 是 尼罗河 开始 涨 水 的 日 子 . 
总 之 , 挨 及 的 数学 非常 古 苦 ,大 约 在 公元 前 第 三 个 千年 的 前 
半期 逐 阁 形成 ,以 后 就 定型 了 ,很 少 再 有 发 展 .24) 族 及 数学 落后 
于 巴比伦 数学 ,在 一 至 于 王 年 的 岁月 中 几乎 处 于 静止 状态 . 基于 


数 ,埃及 人 的 分 数 概念 比 巴 出 伦 人 的 更 原始 ,他 们 不 了 解数 量 相 [72] 


以 用 单个 的 分 数 而 无 须 用 单 分 数 的 组 合 来 表示 , 他们 将 数学 作 
为 实用 的 工具 ,在 其 中 我 们 找 不 到 数学 证 明 . 信纸 草书 上 记录 的 
问题 类 型 看 .我们 狂想 他 们 有 时 是 为 子 娱乐 的 目的 而 解 题 的 .13， 

为 夺 么 埃 大 的 数 党 开头 很 顺利 .车 后 就 么 清 不 前 了 呢 ? 如 
RR TIRE ROEN eR RPS AD Ede fA fE E ph JE BOISE 
间 AS 2, 1 Ke Bt Eco rr TE BE A rU EK ANE T imr pa] E cs] 
FHH Rak. 芋 姐 我 们 在 前 而 指出 前 ,数学 和 科学 的 发 展 取决 
ony BS WT ERAS PRESE RR [8] ASE. 当 挨 此 社会 从 公元 前 3500 年 
至 前 2500 牛 辣 位 于 组 织 修建 金字 塔 时 ,他 们 党 要 一 种 能 解决 日 
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常 实 隐 问 题 的 数 竺 .上 大 功 肯 或 ,他 们 的 数学 使 定型 而 不 再 前 
XE Y xx Br foe eT d. 


数 . 计 算 和 问题 


我 们 已 经 看 到 基础 性 的 计数 用 于 回答 "有 多 作 ?的 问题 . 算 
出 一 个 集合 的 基数 的 能 力 有 助 二 解答 如何 计 算 湾 集合 所 含 的 
Ju Ax Py popa, HUN] ACE SE Bk IE, Md 
江 . 集 里 到 底 友 老少 冰 邮 .自然 数 和 计数 的 发 更 就 解决 了 这 个 问 
题 . “Fie fE cess chk wet Pei Zot ier a 2 ou 
AE Be B — Be. RAE fy FR ys A 
SPINE REP ERE RY ASB X etp REGEK R ER. 

FFI — REED HE LUE HE Be SS Se RP 8E H1 
T. AR RF a. Te f] 9 St 4$ -- ES TU] RR LATTE 
VETT PERI! Df ASIE 8 3X AERE PRESE f IBS CF. 
JGR A A AUR Ade id awe ER CU, En . BBE FL 05) 9] 
fupe Xx E PUR AY: QU - T. D A SE RL ABA 一 后 四 
十 个 了 大 需要 多少 条 面包? nme A 28 AD. DEL BE 
tib. fb Té EA cum A E? 叙述 问题 的 这 种 方式 你 为 
(ERE CR BCE (rhetorical algebra) . i ATS AEH J 现代 出 EROR RE 
MM FR LA SU aS fee UAB pape. AIZE Fy HE AE 
XT SCR AER AIR AL S d rst Ae vR S] — Sa Fo te 
F. MEULE BRE Oy . 

现代 的 符号 代数 用 数学 符 导 代替 问 语 ,此 时 问题 被 简化 ,也 
容易 做 到 规范 ,解决 起 来 更 方 使 .我 们 还 能 利用 符号 来 表现 答 关 
不 同 问题 的 特征 .这 些 了 问题 兽 痉 订 史 二 引发 了 对 新 一 类 数 的 寻 
找 . 所 需 的 符号 非常 简单 .我 们 将 仁 用 四 种 运算 符号 +, - HON 
时 也 用 x LY, op BTR ASI FE BR UNSER feet IRL JL 
TOF BEAR Be BB GAS Be E BOB Fe f DRE A RIE y b B eoe AG 
形式 ,方程 左边 的 数值 要 用 右边 的 一 个 相等 的 值 来 平衡 ,并 用 等 


号 (= ) 把 方程 的 左右 两 边 分 开 . 等 -一 会 儿 我 们 还 会 如 上 于 条 进 
行 简化 的 规则 .至 此 ,我 们 需要 用 到 的 将 数 结 合 起 来 的 几 个 符 导 
和 代表 未 知 数 的 字母 就 齐备 了 . 

为 了 了 解 如 何 把 问题 求解 的 修辞 方法 转化 为 现代 的 符号 方 
法 ,我 们 选用 下 面 的 例子 { 古 埃及 可 能 就 有 这 样 的 例子 ): 如 单 有 
七 个 工人 人 ,每 人 可 得 四 升 淡 素 酒 ,他 们 的 工头 则 要 拿 双 份 , 问 共 
ER ZR GEH? 

EE 361 HE ce id te p PRISE xe BT WE e PI HE RETE 
TOS ET ABA DSF 3E a9 PS PS PUT. M f EERE AP n 
Tq OBS CE — 1b BOA iad rp RU syncopation ) , 是 会 元 3 
此 纪 的 希腊 数学 家 丢 盖 图 (Diophantms) 首 先 使 用 的 .在 经过 “ 河 
中 党 略 " 的 代数 中 .我 们 把 其 些 词 加 以 缩写 . 关键 词 被 缩写 后 ,我 
TST. BORA E BE SE Tou Ww 每 人 四 升 加 了 的 丙 个 四 
升 - 现 在 我 们 用 等 号 代替 “等 于 "这 个 词 , 于 是 得 到 :T.B= 七 个 
W EAN F m F RIRAN F. 

PRAA ER SIC BERT ERT FR FES S eh 
用 运算 符 导 +,- ,和 ”~, 以 大 代表 数 词 的 数字 ,我 们 逢 有 :T.R 
=4 FEIW 2-4 JE F HERE IO HIC SEE X SE E TRL 
A Je e FO o REL .我 们 还 可 以 抹 去 其 余 的 词 ,因为 我 们 知道 答 
案 是 麦 酒 的 升 数 . 


X 24:7 42-4, 

现在 ,我 们 已 摆脱 了 词 计 可 能 引起 的 混 活 , 林 以 通过 做 两 次 

半 法 和 一 次 加 法 解决 这 个 问题 . 管 案 是 三 -F 六 升 麦 酒 .这 个 简单 

的 向 题 对 我 们 来 说 似乎 很 容 时 ,不 过 并 不 是 对 所 有 的 人 部 那 各 

简单 易 慌 .你 可 以 想像 ,在 人 人们 只 会 用 修辞 形式 报 述 整个 问题 的 

古代 文明 社会 ,要 处 理 诸如 财产 的 分 配 . 报 项 的 给 付 . 除 税 的 征 
集 等 等 问题 时 会 遇 到 什么 样 的 混乱 和 争 吗 . 

基本 的 代数 问题 ,无 论 是 内 修辞 的 形式 还 是 内 符号 的 形式 

表述 ,其 日 的 是 为 了 找 出 一 个 数 . 为 此 ,我 们 去 对 其 他 的 一 些 数 


HEITAN Dee AR GR PU DU ies $3. - 1H. Ec , d (i ] AA BE HA, a EAT 
运算 就 一 定 能 得 到 于 个 作为 答案 的 数 吗 ”这 个 难题 困扰 着 古 
大 ,因为 他 们 知道 的 数 系 很 有 限 ,还 元 法 在 所 有 的 情形 下 给 出 有 
用 的 结果 . 

如 果 我 们 能 得 证 :施用 于 数 的 一 种 待 别 的 运算 总 是 导出 另 
一 个 属于 同一 类 的 数 ,那么 ,我们 说 这 些 煞 在 那个 运算 下 是 “* 封 
npa". 

例如 ,和 白 然 数 在 加 法 下 居 封 闭 的 .为 什么 ?7 因为 无 论 何 时 两 
个 自然 数 相 加 ,我 们 得 到 的 结果 总 是 男 一 个 自然 数 .然而 ,自然 
数 在 减法 下 不 是 封闭 的 ,因为 两 个 白 然 数 相 减 可 能 得 出 并 非 香 
然 数 的 玩意 儿 . 例 如 ,3 -了 = -4, 或 者 说 三 减 七 等 于 负 四 .这 个 
奇怪 的 -4 是 什么 ? 不管 它 是 什么 ,总 不 是 个 自然 数 ， 

封闭 的 数 系 : 称 数 的 - -个 集合 对 一 种 运算 是 封闭 的 ,如 果 该 
运算 每 次 作用 于 集合 中 的 数 都 导出 该 集合 中 的 另 一 个 数 . 

我 们 可 以 把 这 个 简单 的 封闭 概念 用 于 符号 代数 ,以 理解 我 
们 的 祖先 遇 到 的 数学 疑难 之 所 在 ,以 及 他 们 为 什么 在 理解 抽象 
关系 时 会 遇 到 麻烦 . 当 考 虑 用 符 导 代数 表示 的 不 同类 型 的 问题 
时 ,我 们 会 看 到 埃及 人 和 巴比伦 人 的 局 限 之 处 .例如 ,他 们 不 会 
解 下 述 简单 的 方程 :x + 7 =4. 这 个 方程 的 解 是 - 3 一 一 他 们 并 
不 认识 的 一 个 数 , 再 举 一 例 :x + 2 = 2, 它 的 解 牵涉 到 x 为 
E X -个 不 包括 在 他 们 的 数 系 中 的 数 . 

简单 地 表示 一 个 数 白 乘 的 记号 是 指数 .例如 ,7.7 是 72， 
7'7"7 是 天. 我 们 也 可 以 对 未 知 数 使 用 指数 记 叶 . 例 妇 ,早期 的 农 
夫 可 能 会 时 到 这 样 的 问题 :如 果 我 们 的 土地 是 方形 的 ,目地 LOO 
单位 , 癌 每 边 为 多 少 单 位 ” 列 出 方程 为 rz = 100, R r- 10 
单位 ,这 时 选 LOO 这 个 数 是 因为 答案 非常 明显 . 苦 把 100 PER 
93 BRE? ARTE x? = 93, 解 就 是 x = 1/793. 1 ARIE 
伦 人 会 通 近 这 个 解 , 但 都 不 知道 求 淮 确 的 解 需要 另 一 类 数 , 我 们 
必须 等 待 希腊 人 人 来 发 现 这 一 事实. 
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我 们 已 走 了 多 远 ? 


我 们 已 看 到 人 类 首先 发 现 的 数 是 自然 数 . 其 主要 用 途 是 通 
过 计算 对 象 集 的 基数 来 记录 财产 . 当 农 耕 业 开始 兴起 IR TET EK 
形成 时 ,我们 的 祖先 面临 - -系列 新 的 问题 ,他们 必须 计算 日 期 以 
Ti ET DIAS PR C Eit E te A A, 2620 1T Bt SES LAC HED 0 
BME GRISE Uh io PK OCT REA T , 数 系 在 演进 ,小 
数 征 生 了 ,实用 代数 和 和 开 何 开始 登台 .此 时 的 大 f] 有 两 类 数 吓 
用 :自然 数 和 分 数 .他 们 还 需要 些 什么 玩意 儿 呢 7? [76 


7 
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忌 管 现代 数 和 党 和 我 们 关于 数 的 现代 概念 是 西方 与 中 东 社 会 
的 产物 ,但 中 国文 化 与 英 洲 土著 人 人 的 义 化 也 很 重要 .这 两 种 文 
明 ,特别 是 美洲 寺 著 人 的 交 明 , 设 有 受到 其 他 民族 的 影响 .这 为 
我 们 提供 了 审视 中 国人 和 美洲 土著 人 独立 发 展 数 的 概念 的 机 
会 .可 以 让 我 们 认真 思索 我 们 关于 数 的 现代 观念 是 否 深 受 其 开 
出 祖师 ,主要 尾巴 比 伦 人 、 埃 牙 人 和 和 希腊 大 的 影响 . 换 句 话说 ,在 
独立 发 展 的 社会 中 生活 的 大 们 开创 的 是 完全 不 同 的 数 系 呢 , 还 
是 其 相似 之 处 天 于 差异 之 处 呢 ? 


古代 中 国 


中 国 欧 上 十 代 交 明 与 美 索 不 达 米 亚 地 区 和 埃及 的 文明 是 间 时 
代 的 ,或 者 比 之 稍 晚 .中 国 和 外 度 .直至 和 西方 有 过 -- 点 接触 ,但 
他 们 之 间 是 如 何 交 流 的 问题 仍 是 个 谜 .对 中 国 早 期 数学 的 研究 
证 实 了 独立 发 展 的 观点 .即使 有 过 一 些 朵 互 影 响 ,中国 数 学 的 大 
部 分 历 呆 .一 直 是 在 与 外 部 文化 隔离 的 情况 下 发 展 的 ,这 一 说 法 
肯定 是 合理 的 . 

一 些 和 中 国学 者 把 中 国 第 一 批 统 治 者 的 年 代 推 至 公 元 前 
17 0005F. . PLC CPU Z; ) AN SOR OF Se PE M o HD Es] XC HC BO HE ES PE 5j 
SAR PEAS AAT, th, AAR -- An A DOR TEACHER X T Ry. m 
AKRE dh ig SB ASSAI RR E DNE Je E ALT TROU SE e GL TE 
会 元 前 1122 年 的 武王 时 代 以 前 的 各 种 事件 发 生 的 确切 时 间 .日 


期 的 混乱 状态 部 分 地 是 由 于 早期 中 国 国内 的 冲 窗 , 它 们 有 时 会 
阳 断 社会 发 展 的 连续 性 ,例如 ,公元 前 213 fp 5 BPO 5545. 
我 们 只 能 猜测 他 的 命令 被 成 功 地 执行 了 ,而 孝 些 书稿 则 永 挝 消 
RT. 

HE 5c HB EFT EE Cp BE B) FP m (E SC AY 2852—2738 年 间 的 
伏 闵 氏 时 代 , 据 传 他 是 中 国 的 第 一 位 帝王 .他 在 中 国 统治 的 时 间 
在 上 埃及 与 上 埃及 统 . -之 后 ,与 金字 塔 的 建造 和 美 索 不 达 米 炎 
HIRE ERA Fij- -时 期 ,在 伏 闵 氏 统 治 时 期 ,中 国人 进行 了 
太志 的 天 文 现 察 . 因 此 ,他 们 的 数 掌 应 早已 开始 发 展 . 在 公 基 前 
2704 年 登 上 帝位 的 黄帝 的 支持 下 ,据说 出 现 了 -- 本 天 文学 方面 
的 教科 书 , 并 建立 了 一 种 以 六 十 市 不 是 以 十 为 基底 的 体系 ,尽管 
后 来 中 国 的 数学 是 以 十 进 制 体 系 为 基础 的 .在 整个 第 三 个 千年 
间 , 数 学 活动 一 直 在 延续 着 . 

中 国 数学 的 高 峰 出 班 在 公 雹 后 13 世纪 LIB Fe e ERE EK 
着 三 十 多 个 数学 学 派 . 中 国人 达到 的 数学 水 平 总 体 上 超过 了 巴 
IAE ACRI RA 

中 国 的 数 系 

中 国 的 数 系 与 其 他 数 系 之 间 的 区 别 , 有 一 -部 分 是 由 于 中 国 
的 语言 结构 造成 的 , 中 国语 言 的 音素 由 420 个 单 音节 词组 成 ， 
其 中 等 个 词 可 用 四 个 声 调 说 出 :总 的 语音 数目 接近 760 种 .为 
了 表达 史 干 个 概念 ,不 少 单 将 节 词 必须 有 多 种 意 交 .中 文 里 设 有 


时 态 、( 和 名 词 的 ) 性 和 冠 词 . 另 一 方面 ,中文 的 蔬 面 诸 以 四 万 五 千 C78] 


多 个 独特 的 象形 字 或 者 说 方 氧 字 组 成 , 血 个 方块 字 剖 足以 表达 
一 个 完整 的 概念 .3 因此, 中国 的 口语 用 到 的 语 普 较 少 { 介 有 许 
多 方言 ), 而 书面 语 包 会 成 二 上 万 的 方块 字 . 所 以 ,古代 的 遍布 全 
国 的 文化 入, 都 能 阅读 基于 象形 的 而 非 语 诗 的 交 字 的 书面 语 . 这 
是 一 种 统一 的 力 基 ,把 中 国人 融合 在 一 起 ,使 得 政府 能 够 实行 大 
范围 的 控制 ,在 其 他 大 多 数 社会 还 设 发 现 过 这 种 力量 . 


Gd RT 


3r 4 ps Ez Ret SE Ape E ZR ht pug eg, XE 1 天数 9 分别 
用 专门 的 间 表 上 xs 10 AUT CR. TE TEA oe er igi 
SR. ER | Wid) UakTC. dg 2B “aT. 表示 ll, 12 
Rid), AH Zeon 0891] 5 Jdem d^ NTC IRI EE Zr n LBS : 
Lich “E”, 12 是 “ 拾 趟 "对 于 也 二 这 样 的 数 ， 如 20 到 
90, 就 把 表示 一 位 歼 的 数 词 和 “ 朱 ” 反 过 来 摆 放 : 20 简单 地 
Am “AA. 此 外 还 有 代表 100，1 000 和 10 000 的 词 ， 它 们 
SAER., FAA. 至 于 到 达 1 000 000 这 一 等 级 的 数 则 申 表 
示 较 大 的 数 的 词组 合 而 成 . 

例如 , 数 78 426 就 是 用 表示 一 位 数 的 单个 数 词 与 表示 10 
和 10 以 上 的 词组 合 而 成 的 . 表 导 数 了 7 的 词 * 染 "与 表示 10 000 的 
I" 03" AAIE XE ET .这 - :做 法 对 其 余 的 数字 同样 适用 ,最 后 
我 们 可 得 : 


7 8 4 2 6 

RA BP BA Xe m 
这 种 口语 用 的 数 系 与 我 们 英语 中 的 体系 非常 相似 .在 英语 
中 我 们 说 “78 T4 A 26”. 在 我 们 的 体系 中 ,在 如 上 诸如 “ 百 "条 
“于 "这 种 更 大 等 级 的 数位 之 前 ,对 于 “* 百 "以 内 的 数 我 们 也 要 用 
组 全 的 办 法 .中 国 的 这 种 体系 不 是 位 值 制 的 ,因为 不 同 的 合成 数 
的 各 个 部 分 可 以 移 来 移 去 而 不 失去 其 基本 量 值 .我 们 在 英文 中 
地 注意 到 ,那些 词 可 以 在 不 失去 它 所 代表 的 数 的 意 尺 的 情况 下 
穆 来 称 去 ,尽管 这 违背 了 读 写 规则 .我 们 可 以 说 5(six),4 百 

'] (four hundred) , 78 TF (seventy-eight thousand). 
中 国人 在 把 口语 中 的 数 词 转变 成 书写 的 数字 时 , 他 们 保留 
了 他 们 的 基本 体系 .对 口语 数 词 体 系 中 的 每 个 数 都 唯一 地 指定 
一 个 象形 字 , 而 旦 数 的 组 合 的 方法 也 相同 .古代 中 国 发 展 出 四 类 
不 局 的 书写 体系 (其 中 一 种 展示 在 图 16 中 ): 基 本 数字 .商用 数 
字 , 官 方 数字 和 算 筹 数 宁 . 使 用 图 16 的 商用 数字 ,我 们 可 以 把 数 
78 426 写成 


7 


LFEF KXF "t L 


pae 


基本 数字 商用 数字 gu MANEN 
9 o O = 
l — | — 者 
2 ILL i! = x 
3 = Im = « 
«gm x = 0s 
s 五 $ 三 伍 
6 大 -| T 陆 
7 七 二 开 D. 
8 A = It fi 
9 A g m 5 
t0 十 t —o c 


l6 古代 中 国 的 三 类 数字 以 及 与 之 相应 的 数 词 . 


在 中 文 里 , 数 的 书写 格式 是 从 下 往 下 .而 不 是 从 左 向 右 写 
的 .当中 国人 把 口语 数 词 转换 成 书面 的 数码 时 , 份 然 缺少 像 我 们 
的 印度 一 阿拉 伯 数 系 那样 的 位 值 制 ，- 个 数 中 每 一 个 数字 用 一 
对 符 导 表示 ,一 个 符号 指示 数码 庙 第 二 个 符号 指示 其 位 值 . 因 
此 ,这 种 成 对 的 中 国 数码 符 导 的 位 置 的 改动 ,完全 可 能 不 改变 原 
来 的 意义 (只 要 你 注意 个 位 数字 的 变动 ). 如 于 你 试图 在 印度 - 
阿拉 伯 数 系 中 做 这 种 改动 ,那么 数 本 身 就 变 了 ， 

中 国人 并 没有 因为 缺少 零 而 遭 敏 麻烦 ,因为 他 们 并 不 需 
要 它 . 正 像 我 们 也 不 会 因为 说 “四 个 百 , 零 个 十 ,和 七 "就 产生 

— 75 一 


[30] 


麻 煤 一样, 中 国人 不论 在 口语 还 是 书面 的 语言 中 都 可 以 忽略 
零 . 直 到 公元 13 hed, SM AS TE a m A e 
现 . 这 比 在 欧洲 数 梧 和美 训 本 雅 大 数码 中 出 现 零 的 时 间 要 
m. 

He HY ASS Fir (8 FA aS SS — Ee i] a A, FR AA, 
大 有用 它们 修饰 名 词 以 描述 客观 物体 .在 英语 中 我 们 还 有 一 对 
牛 , 一 列 手 套 这 样 的 用 苇 .这 种 原始 的 修饰 语 在 中 国语 言 里 仍 是 
有 日 共有 财 的 , 约 有 一 百 种 不 同 的 涉及 数 的 修饰 语 . 


中 国 数学 


古代 中 国保 存 下 来 的 四 部 经 典 著作 能 帮助 我 们 了 和 解 公 元 前 
1000 年 前 的 中 国 数学 .第 一 部 著作 是 4 书 经 》, 成 书 于 公元 前 第 
三 个 二 年 的 末期 ,相传 是 攻 帝 ( 约 公元 前 2357 年 至 2258 年 } 所 
著 中 . 据 这 部 作品 中 记载 , 同 为 天 文学 家 的 名 叫 和 与 闵 的 两 兄 
第 ,由 未 能 预告 马 蚀 而 遭 到 皇帝 的 重 央 .这 部 中 国 古 代 著 作 涉 及 
Pid H DRAPE AS SCT VE RIPLER HIR LES 1:500 年 的 
EH aS [a] SE T PE RE SE . 56 — BE EE GB Ee PU rd WT 

n] 的 《4 易 经 》, 它 可 能 是 文王 在 公 匹 前 12 世纪 期 间 所 车 @@《 易 经 》 
并 不 是 一 部 真正 的 数学 书 ,而 晨 中 国人 在 长 达 数 千年 航 时 间 里 
用 来 块 定 重 吾 行 动 的 占卜 书 . 它 还 提 到 -种 庚 方 ,将 九 个 数 排 成 
JEFE ,使 三 个 水 平行 中 的 每 行 . 三 个 重 直 列 中 的 每 列 久 及 两 对 角 

Qo BOCA. C4525) UIUP IR aE SS BD FE IH TLTP CIS 
FASE ) iR LFU I GSC CSE ECS BS IE SCRI TE UE 3:00 . 

F: SCH Sry RETE BED Hob A1 HC, SE He Di RE. - - 般 认 为 ， 
FEST LG Fat RCE FC A 26 世纪 直到 前 22 世纪 来 或 21 世纪 
初 .一 一 译注 

1 易 开 让 称 (周易 》, 和 包括 《经 多 和 《4 仿 》 两 部 分 《经 》 的 内 容 主 要 是 
A FVILEPBI- EAT UZE, HORE AT, PRO ER ARE PES NE 
FUL EIA RE LER, SEE MEER NAR. EE 


线 中 每 -AER I ABC HA Js 3 I -- B®. Cm 28) hh P 
方法 使 用 了 六 二 四 卦 ,各 卦 由 两 种 图 形 ( 一 各 - FR RI 
排列 成 六 行 , 这 证 明 中 国人 对 排列 组 合 概 念 很 感 兴趣 .这 些 概 念 
很 uf 能 起 比 4 易 经 》 古 老 得 多 ,也 许 属于 公元 获 1200 年 以 前 很 多 
此 纪 内 中 国文 化 的 内 容 . 

古代 中 国保 存 下 来 的 数学 抄本 与 巴比伦 和 上 埃及 的 昔 作 类 
似 : 它 们 向 读者 提出 一 系列 问 串 .现存 的 第 一 部 真正 的 数学 书 是 
CHRE EI m BT £892: TCA 1100 年 信 , 它 涉及 与 历法 有 关 的 
计算 和 关于 分 数 的 资料 .该 书 还 论 太 把 一 条 线 分 为 等 于 三 .四 和 
五 个 单位 长 的 线段 的 事实 ,这 要 可 能 跟 按 长 分 别 为 三 .四 ,五 的 
直角 二 角形 有 关 . 因 此 ,中 国人 人 可 能 在 当时 就 知道 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 . 

四 部 经 典 蓝 作 中 的 最 后 一 部 .也 是 最 受 称道 的 一 部 , 题 为 
GLERA, ERC EATA 200 年 左右 张 苍 所 著 . 它 基于 许多 
辕 期 著作 ,后 者 有 的 订 追 济 到 公元 前 1000 年 之 前 号 .该 书 共 分 
九 章 , 列 有 246 个 问题 .这 些 问 题 的 主题 涉及 税收 .测量 .比率 以 
A UE .加 和 梯形 面积 的 计算 . 它 也 有 关于 联 立 线性 方程 组 、 
直角 三 角形 .平方根 与 立方 根 .这 位 法 规则 的 应 用 等 这 些 我 们 在 
埃及 数学 中 再 到 过 的 问题 .中 国人 不 但 能 解 含 有 未 知 数 的 平方 


qp CER ASE KXE gu RR, IU KMS dd PT RR 
ABER IC C RARE SOR EE LE SE, P IH RO B3 ALE Se. HO =f eno DA BRE. Js 
IM BEAT RES EER PS RUA RE G5. — —iFiE 

G) UREIA BCR ED HE BE A WES Bee X xx 
FIG EAE ERR BEM PA Ca pta op S - RR A IT Ed 
时 期 ( 药 公 无 前 1000 528] 2: BSG 9 EHE EHE BE BE Ee At 
AUT SEAS EE RO eT PESE 

GO ARUN CALE OR EIR OC SC 4e 4 TL Spit Ho TI XC SRE 
知识 的 基础 上 整 埋 . 补 充 . 修 订 而 成 ,具体 作 贡 不祥 ,成 所 年 代 约 在 公元 前 
后 .一 译注 
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Tur ATH A, i ELE BERE ge hf EROR . 
上 六 国人 已 解决 了 他们 称 之 为 “大 衍 " 问题 的 不 定 方 程 .对 于 
确定 性 的 方程 ,存在 一 个 或 数量 有 限 的 - -组 满足 方程 的 答 数 ,而 
对 于 不 定 方 程 , 却 存 在 尤 穷 多 的 答 数 .例如 ,我 们 用 现代 记号 写 
出 方程 SN +4Y¥ 217.244€ [1H — C (e fU ER Y 就 能 解 出 一 个 XX 
的 值 .反之 用 一 个 值 代 蔡 X 也 能 解 出 一 -个 了 上 的 值 .这 个 特征 使 
[52] 该 方程 成 为 “不 定 的 " ,就 是 说 他 该 方 穆 成 立 的 解 并 不 能 全 部 明 
{fi HEA RE PSE IS AE ESL AL HH AiR EH. 
tT CTL TE BS BD aK AE T Tz ARR 
f fAXX. ERX BIRR Bl REGS EAB H E AFER 5 B9 EE pe, BT 
能 是 公元 前 1000 御前 .就 口 经 碰 上 了 .种 全 新 的 数 , 它 既 不 包 
Te ASR OI D TETE 4 CI Bat M E PR E 
接受 负数 ,因为 尽管 他 们 在 计算 中 使 用 了 负数 ,但 他 们 不 人 允许 全 
数 成 为 方程 的 解 . 
总 体 来 说 .中 国 的 数学 要 比 巴 比 伦 和 埃及 的 数学 先进 ,但 不 
如 希腊 的 精深 .他 们 的 许多 效 力 指向 解决 实际 问题 ,当然 也 在 有 
限 的 程度 上 和 作 - 些 证 明 . 他 们 很 看 重 那 些 研 究 数 学 的 人 .事实 
上 ,数学 家 是 古 伐 中国 省 廷 中 必 不 可 少 的 人 物 , 因 为 每 个 新 登基 
的 中 国 皇帝 都 会 下 令 重 新 修订 访 法 .这 不 仪 是 为 了 给 健 寻 确定 
举行 重 太 仪式 的 日 子 , 也 要 给 普通 百姓 - -部 涉及 河流 泛滥 .耕作 
时 令 及 何 时 发 生日 他 的 日 历 .因此 ,皇帝 是 通过 他 的 天 文 定 与 数 
学 家 的 计算 ,向 人 们 让 明天 施 于 他 恩惠 , 神 浊 授予 他 统治 的 权 
JH. 


中 国 数学 家 曾 对 计算 r( 即 圆 的 周 长 与 直径 的 比 )? 的 更 精确 
的 近似 值 干 分 感 兴 趣 . 根据 对 x 的 计算 精度 可 粗略 估计 - :个 社 
会 数学 的 发 达 程 度 .那些 还 没有 领悟 计算 与 数学 的 早期 社会 , 通 
常用 近似 值 3 已 足够 了 .例如 , 占 希 伯 来 人 在 建造 所 办 门神 庙 时 
就 用 3 作为 x 的 值 .5 巴比伦 大 的 近似 值 稍 精确 - -点 . 有 时 他 们 


EX HESSEN. 


E 


FH] 3. 有 时 则 用 误差 为 0.52 公 的 什 3.125. JR A d REB r 值 是 


人 , 约 等 于 3.160 5, 4f 0.60% 的 六 x35. 


广 中 国 ， 不 仪 宫廷 中 在 使 用 数学 ， 送 通 的 商人 也 有 必要 掌 
所 基本 的 算术 运算 .由 于 小 国 的 数 系 不 是 位 值 制 的 ， 中 国人 人 按 
个 、 十 、 百 、 王 等 这 种 量 级 好 出 数值 利用 这 种 量 级 做 站 算是 [83] 
太 繁 璇 了 了， 所 以 书面 语 中 的 数码 不 能 直接 用 来 进行 计算 呈 , F 
是 ， 中 国人 利用 心算 做 计算 ， 然后 把 计算 结果 记录 于 算 板 上 . 
算 板 是 算 肯 的 前 身 ， 尽 在 木 制 平板 的 表面 划 上 一 些 线条 形成 由 
许多 方 格 构成 的 矩形 .一 - 些 表示 单位 的 长 的 四 英寸 的 小 棍 被 置 
于 不 同 的 方 格 内 ， 而 方 格 本 身 代 表 较 大 的 数 ， 使 用 的 小 棍 分 两 
种 ,红色 的 代表 正 数 ， 黑色 的 代表 负数 . 据 称 中 国 的 数学 家 们 
发 展 了 一 套利 用 算 板 的 高 超 的 技能 ， 能 够 迅速 地 完成 非常 复杂 
aga TE cm, 
中 国人 对 占星 术 、 算 命 和 预测 未 来 也 很 感 兴 趣 . Gar, 
条 的 计算 需要 按 正 确 的 程序 进行 因此， 普通 百姓 对 数学 神秘 
T 本 书 作 者 显然 对 路 国 古代 的 数 系 不 十 分 了 解 .中 国 古代 使 用 的 
算 筹 计数 法 ,除数 码 形 式 不 同 外 , 跟 现 代 的 十 进位 值 制定 全 一 样 . Bee 
JUSP AR 88 NE Cft S] D TR LR EIE), EE OES CASA E IE 
式 } 与 阿拉 伯 数 码 对 应 如 下 : 
1, 2, 3, 4, 5. 0 7, 
} IE wd un nt cT CT 
一 = zm E = Lo tb = gne 
BRET TAZ FAR, Heme ie A A ed GE A. et — Vous 2317 .党 用 空 
位 表示 ,4059 GRE EM Sit RRP, SAA Lo aS 
FITA. 译注 
D 至今 尚 未 发 现在 中 国 而 代 有 如 作 者 所 描述 的 姥 种 算 板 ， 另 外 ， 
作者 所 说 的 “利用 算 税 的 高 超 技 能 *， 很 可 能 就 是 我 们 毛 说 的 用 算 等 计 
数 法 进行 的 各 种 计算 . i 
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主义 有 有 实 实 存 在 的 兴趣 . 
中 国 的 数学 发 展 到 了 相当 高 的 水 平 ， 不 幸 的 是 它 儿 乎 没 
有 对 下 方 数学 的 发 展 产 生 过 影响 ， 当 中 国 最 终 打 开国 门 允许 
现代 技术 进入 时 ， 好 的 数学 家 不 得 不 急 起 赴 追 他 们 的 西方 同 
fj. 
美洲 {大陆} 的 数学 


ARBE PIA AEDE .其 全 和 和 中东 了 地 区 之 间 林 能 有 过 些许 的 
相互 的 影响 ,那么 现在 汽 在 证据 能 说 明 新 大 陆 的 数学 发 展 与 遇 
ABE ITE AB a} A JE ESR BMF Bist BAH - 
REA; ARR ERB IE A EATER HE BRR 
没有 PGA AERA aa Be eee ae A SOK Ce 
用 的 数 系 ,从 2 元 计数 法 和 新 2 元 计数 法 ,直到 5,10 和 20 元 
计数 体系 . 

北 壬 的 狩猎 一 采集 者 和 原始 农耕 者 通常 用 手指 来 数 (shii)， 
HAMMES BB 3 36i se a RE. 6 B3. poe ai s HER A A B 
PE RIC se eT Ies bs p NUS ERI YR Lg — MESE WREDSS E 
大 [Blackfoot) 用 打 结 米 记 帐 ,非常 像 印 加 人 的 结 强 文 宇 .算术 通 
常 闪 跟 于 吉 伸 20, 也 做 一 些 简 单 的 减法 ,但 没有 证 据说 明 有 乘 
法 和 有 除法 .号 当 时, 从事 这 些 较 高 级 的 算术 运算 可 能 是 亚 师 或 聪 
BH A AJER DT. A UESRUEBH , fe 15 世纪 之 前 ,那里 出 现 过 若干 较 大 
的 独立 农耕 社会 ,但 在 欧洲 人 到 来 之 前 它们 已 消亡 子 , 其 中 引 人 
HE H B5 4i VETE P EE Ab OS VE XE UP FI ( Cahokia) . 这些 美洲 土 
将 人 达到 了 名 商 的 数学 水 平 ,我们 还 无法 说 清 . 

AB AIEO BU PG BEC BE ,他们 依 据 过 去 发 生 的 事 成 
预期 将 发 和 的 事 为 基准 来 确认 天 数 Ee s Foe ^O LIH fib dj] 
还 证 有 系统 的 方法 去 跟踪 自然 界 中 周期 性 发 生 的 事件 ,从 而 无 

uno 吾 亚洲 ,非洲 和 欧洲 .一 一 泽 注 


法 她 发 和 后 过 的 事 首 出 可 靠 的 记录 ,也 没 能 力 预测 未 来 的 事件 .天 
数 没 有 累积 成 入 或 星期 ,也 不 用 小 时 来 定义 天 .现在 尚 存 一 种 被 
RBS P3 HC S T es EAR LE XE VERIS GB 3-38 A GE FERES BR FI C Pole 
ring) .用 于 对 太阳 也 许 还 有 月 亮 和 较 大 的 星 群 进行 天 文 测量 . 
ix XH] Ate [b E A S A A PROBE Z 35 CES EET D S . 

为 什么 北方 的 美 济 士 著 人 在 数学 方面 没什么 进展 ,而 在 中 
美和 南美 却 至 少 有 两 个 群体 在 数学 方面 类 有 成 就 呢 ? 最 可 能 的 
原因 是 前 者 没有 这 方面 的 需要 .他 们 的 狩猎 - 采集 和 原始 农耕 
业 的 社会 方式 延续 了 几 千 年 .其间 没有 出 现 促 使 他 们 发 展 更 先 
进 的 算 林 技能 的 环境 压力 . 当 肥 透 新 月 地 区 的 农耕 业 村 庄 丰 断 
扩展 ,逐渐 发 展 为 城市 ,并 促 或 了 商人 的 形成 和 商品 生产 时 , 美 
谢 土 苦 人 却 仍 在 较 小 的 社会 部 落 范 围 内 实现 了 他 们 的 需求 .不 
过 ,有 两 个 新 大 陆 的 社会 确实 有 了 较 大 的 进化 , 那 就 是 马 雅 人 和 
印加 人 的 社会 . 


马 Ë 人 
占 代 蕊 雅 人 的 居住 地 区 包括 现在 的 伯 利 兹 {Belize) ROH BE 


的 尤 卡 坦 半 岛 .危地马拉 、 以 及 洪都拉斯 和 萨尔瓦多 指 西 部 .里 [85] 


在 公元 前 9000 年 ,狩猎 -采集 者 们 损 居 住 在 墨西哥 的 尤 卡 坦 半 
岛 和 伯 利 兹 的 低地 地 区 .到 约 公 元 前 2000 (AAT K 
耕 村 落 .7 随 着 人 口 的 增长 ,大约 在 公元 前 400 年 开始 出 现 太 型 
的 宗教 布道 坛 .新 神权 国家 由 信和 替 以 太阳 神 为 主 的 泛 神 论 宗教 
的 祭司 们 统治 着 .这 就 是 当时 的 马 雅 人 . 

马 雅 人 按 了 占 地 很 广 的 水 渠 来 排 干 涂 地 的 水 ,同时 他 们 堆 
积 土壤 以 抬 高 周围 的 耕地 .这 使 他 们 可 以 不 人 局 断 地 耕耘 ,大 大 增 
加 了 粮食 产量 .大 量 的 食物 又 引起 了 人 口 的 增长 pK 
宗教 中 心 之 一 的 蒂 卡 尔 (Tikal) ,在 公元 700 SE Az rts ge Hj, 
ADENA BY ATTA] .而 另 一 座 马 雅 城市 埃 尔 米 拉 才 (EL Mi- 
rador) HI BE E i& TAT zc Xx 9 fi HS tL Se NE B BASE 800 年 ， 


ASIE Aff TER TER LEY. Ei ais A EH ,城市 人 口 开 始 减 少 .到 公 
7L 900 E, "ERE ESET. RATER 0000 年 时 四 分 五 
28 ,其 宗教 中 心 被 来 自 北 方 的 托 尔 铁 克 人 (Toltece) 侵 占 . 

马 雅 人 发 展 了 一 种 复杂 的 书写 用 的 很 难 解 的 语言 ,它们 出 
现在 书籍 中 和 纪念 性 建筑 物 上 .书本 中 用 的 文字 比 建筑 物 上 的 
更 为 简单 ,也 更 抽象 .由 于 征服 者 自 怕 不 如 , 便 把 除了 三 部 书 (更 
存 于 欧洲 的 几 座 城市 中 ?以 外 的 全 部 书籍 毁 掉 了 .1541 年 的 一 
天 ,在 兹 卡 坦 半岛 上 各 为 马 尼 (Mani}) 的 城 里 , 方 济 各 会 的 修道 士 
迪 亚 戈 ' 德 . 兰 达 (Diago de Landa) f£ HA AU, sk m St ja T 
伟大 民族 创造 的 珍贵 的 记录 . 据 记 载 , 德 : 兰 过后 来 认识 到 自己 
对 马 区 人 犯 下 的 罪行 ,六 用 他 的 余生 从 那 个 社会 尚 站 的 遗物 中 
收集 马 雅 文明 的 资料 .这 把 禁书 之 火 不 免 使 我 们 想起 了 其 他 一 
HE BOR TT 9! 公元 前 213 E, FEAR RAFA 
BETRE HEBR; RT 48 年 , 尤 利 Cho, + tE i (Julius Cae- 
sar ) TE 23 EAJ Ae RUAN, SR RAE KS HB 
进行 了 严重 的 破坏 ,该 图 书馆 收藏 着 罗马 、 印 度 .希腊 和 埃及 的 
大 量 书 籍 . 公元 391 年 , 基 费 教 的 狂热 信守. 希 奥 非 勒 斯 

[86] (Theophilus) 关 主教 率 从 烧毁 了 亚历山大 图 书馆 的 剩余 部 分 , 因 
为 教皇 大 特 奥 多 修 斯 授权 他 遍 掉 所 有 异 教徒 的 神 屡 .就 这 么 几 
个 人 竟 造 成 这 么 多 世 界 古 代 和 遗产 的 女 灭 ,简直 令 人 不 可 思议 . 

我 们 所 能 知道 的 大 多 数 马 雅文 字 出 自 于 120 处 遗址 ,包括 
大 约 从 百 个 刻 在 古 建 筑 或 厂 碑 上 的 符号 ,其 中 只 有 五 百 个 已 被 
破 详 . 马 雅 人 并 不 是 在 中 美 地 区 首创 文字 的 层 民 ,证 据 是 更 早期 
的 居民 一 一 其 文明 从 公元 前 1200 年 一 直 持 续 到 公元 1 年 的 奥 
Re WA CAPAT- PRBS BE BABA 
的 所 有 较 发 达 的 社会 都 使 用 象形 文字 和 无 十 二 年 双 日 历 厉 法 ， 
不 过 , 正 是 马 雅 人 将 二 者 发 展 到 相当 先进 的 程度 . 

在 西 班 咎 人 入 侵 之 前 , 马 雅 人 没有 用 于 直接 讨论 数学 问题 
的 文字 .所 以 我 们 对 马 雅 数学 的 了 解 大 多 来 自 于 刻 在 石碑 上 的 


数 , 这 些 石 原 是 用 来 记 深 重大 事件 的 发 生 时 间 的 .我 们 没有 任何 
他 们 有 关 数 学 的 及 体 思想 的 记载 , 据 我 们 所 知 , 他 们 的 数学 主要 
用 于 计算 马 雅 房 法 . 

最 古老 的 切 雅 人 人 汐 数 ,出 再 在 一 块 约 建 于 公开 400 年 的 石 
和 碑 上 . 马 雅 人 的 数 系 是 以 二 十 为 基 底 的 二 十 进位 制 ,而 不 是 像 我 
们 所 用 的 干 进 个 制 .他 们 的 数 系 包括 位 值 制 和 零 .他 们 的 数 是 坚 
着 写 的 , 值 较 小 的 数码 写 在 下 面 , 较 大 的 数码 写 在 上 面 .在 马 牙 
诸 言 后 ,从 一 到 二 部 有 专门 的 数 词 来 表示 .从 十 一 到 十 九 的 那些 
禾 闻 非常 像 我 们 英语 口语 中 的 用 法 用 个 位 词 与 表示 十 的 词 
MAG -值得 注意 的 是 ,他 们 在 写 数 的 时 候 只 需要 用 三 个 符号 ， 
即 代 表 “ 一 "的 小 加 点 ,代表 “五 ”的 短 横 柱 和 代表 “ 零 " 的 椭圆 .一 
到 十 九 之 间 的 数 写 出 来 就 是 许多 阅 点 和 横 杠 的 组 合 . 印 度 - 阿 
拉 伯 位 值 制 体系 的 前 去 个 位 值 是 : 

10 000 + 1000+ 100 + 1641. 
my EE gm 乒 个 位 值 是 : 
144 000 + 72 000 + 360 + 20 + 1. [87] 
这 些 值 是 出 直列 乘法 得 到 的 : 
20:20-20-18 + 20.20.18+20-18+20+1， 

ATARI TA MAAR +R? 符合 逻辑 的 体系 应 该 每 一 步 都 
几 二 十 禾 . 不 过 ,他 们 的 数 系 是 用 来 记录 日 期 的 .为 制订 历法 ， 
他 们 | 将 一 年 划分 成 王八 个 月 ,每 月 二 十 天 .这 使 得 一 年 内 有 360 
天 ,所 以 他 们 区 另外 可 上 五 天 以 补足 缺额 ;这 五 天 被 称 作 
uayeb SSA .xxHBU- FAUT H6 XVI Y AA fili] 
的 位 值 体系 中 有 十 作 .在 他 们 的 象形 文字 中 ,数值 不 仅 有 其 位 置 
指 朱 ,而 且 还 伴随 善 一 些 尾 诞 的 绘画 (图 17). 

例如 马 雅 人 写 46783 这 个 数 时 写成 图 18 的 式样 .水 平方 向 
表示 同一 位 值 , 则 我 们 可 得 : 

6-7 200 + 9-360 + 17-20 + 3 = 46 783, 
或 43200+3 240 + 340+ 3 = 46 783. 


图 17 HEC EORR - -而 ,从 于 部 边 绿 可 以 很 清楚 地 看 到 时 
188] 圆 点 与 横 杠 状 的 马 雅 数字 .布朗 见 弟 出 版 社 PEt SEA RECLAMA) 


6 x 7200 * 
x 
+ 
- 
9 x360 2 12 x 360 . 
e 
+ + 
+ + 
H 
3 6 o 
* 
= 46 783 = 4326 


His FA SRB ERII 783CZEYEL 4 326040). 


图 18 中 的 第 二 个 数 (4 326) S or HEURE ATE TEC fe fih 
ja r3 .我 们 可 出 图 18 得 到 : 

12: (018°:20) + 0'20 +6=4376. 

这 种 以 二 十 为 基底 ,在 第 三 位 上 用 了 十 八 的 数 系 过 于 复杂 ， 
似乎 完全 没有 必要 这 么 做 .实际 上 ,设计 这 种 数 系 是 为 制订 让 法 
AY SESS A] .而 不 是 为 普通 百姓 用 的 .很 可 能 —REA RAIS 
中 的 一 十 个 数 词 ,而 那些 识字 的 马 雅 大 .也许 他们 就 需要 用 这 些 
由 点 和 杠 状 的 罕 号 组 成 的 基本 的 数字 表示 法 .这 种 正式 的 数 系 
年 为 神权 统治 者 了 预备 的 . 

马 雅 人 的 宗教 促成 了 他 们 的 复杂 的 数 系 ,这 种 宗教 党 拜 若 
干 神 受 ,包括 太阳 神 .月 神 , 也 许 还 有 他 们 已 观察 到 的 那 颗 晨星 
HH E EE 2E EA Ure jp Cz RO SB ERI BERE — ee 
法 ;为 做 到 这 一 点 ,他们 实际 上 创立 了 好 几 部 历法 ,一 部 称 作 
haab 的 非 宗教 历法 是 用 来 指示 季节 的 , 它 包 括 十 作 个 月 ,每 月 
二 十 天 .这 部 历法 以 一 年 中 增加 五 天 来 加 以 调整 ,并 通过 对 金星 
的 观察 进行 额外 的 调整 (为 了 说 明 每 年 应 多 四 和 分 之 ~- 天 ) .更 精 
确 的 年 尾 由 科 谱 地 区 (Copan) 的 一 位 马 雅 祭司 计算 出 来 的 ,他 明 
确 说 出 一 年 有 365.242 0 天 ,这 比 我 们 的 格 列 高 里 历 的 
365.242 5 天 稍 接 近 于 更 精确 的 值 365.242 2 R. 

田 一 部 历法 以 二 十 个 定 了 名 的 日 子 为 基础 ,有 十 三 次 循环 ， 
HA 260 天 .这 就 是 神圣 的 特 佐 尔 金 (Tzolkin) 历 .两 部 语法 组 合 
使 用 ,使 得 任 -- 特 定 的 日 子 需要 用 特 佐 尔 金 月 中 那天 的 号 数 加 
上 haab 月 中 那天 的 号 数 .为 使 特 佐 和 尔 金 历 与 haab 历 完 成 -- 个 
共同 的 循环 周期 ,和 再 要 五 十 二 年 ,这 一 周期 被 称 伏 一个 “万 的 轮 
fl”. BRT haab 历 , 特 佐 尔 金 历 和 历 的 轮回 之 外 ,他 们 还 采用 “长 
期 计 日 法 ” ,这 种 计 日 体系 以 天 地 万 物 创 生 的 日 期 为 起 点 .这 种 
长 期 计 日 法 以 基数 系 为 基础 ,计算 时 要 考虑 baktun ( 144 000 
X) .katun(7 200 EK ) ,tn(360 Æ) .uinal(20 X UI J& Ee A fj 
kin( 1 六 ) 等 各 种 周期 . 马 雅 人 相 扩 他们 生活 在 长 期 计 日 法 的 第 


139] 


90 


—: 


五 次 循环 中 ,根据 我 们 的 历法 它 开始 于 公元 前 3133 年 .要 是 认 


为 马 牙 人 在 如 示 导 远 的 年 代 就 开始 使 用 历法 . 那 可 能 是 错误 的 . 
他 们 也 许 根据 有 : 基 他 们 的 神 的 传说 定 出 了 公元 前 3133 年 这 一 
年 代 . 我 们 的 日 期 公元 501 年 1 月 5 日 可 能 离 万 物 创 生 时 刻 已 
过 了 总 共 3 133 + 501 = 3 634 年 ,这 等 于 1326 410 KC we AE 
多 出 的 天 数 ) .我 们 在 一 月 增加 五 天 加 到 这 个 数字 上 .根据 马 雅 
人 的 长 期 计数 法 ,这 一 日 期 应 表示 为 所 个 baktun .四 个 katun., 
个 tun. 八 个 uinal 以 及 十 五 个 kin. 

除了 这 种 算 伸 今天 已 历时 五 和子 年 或 十 三 个 baktun 的 长 期 
计数 法 处 ， 马 雅 人 还 很 赏识 一 个 更 长 的 时 间 周 期 ， 他 们 称 鸭 
alautun， 由 baktun 相 乘 而 得 . 一 个 这 样 的 周期 长 达 六 和 干 三 百 
FF. 

AZ, 马 雅 人 发 展 了 一 种 很 特别 的 数 系 . 我 们 的 印度 - 阿 
拉 伯 数 系 可 能 早 在 公元 500 年 就 出 现 了 . 但 更 可 能 在 公元 800 
年 左 右 起 源 于 印度 .中 因此 怠 雅 人 人 的 包括 零 在 内 的 位 值 制 体 系 
比 我 们 现代 的 蛋 系 早 了 四 个 世纪 .而且 比 印 度 - Bode 
到 欧洲 早 整整 - :千年 . 事实 上 ， 马 雅 人 用 了 不 过 几 百 年 的 时 间 
创造 出 了 零 ， 而 霍 在 旧 大 陆 的 出 现 花费 了 几 和 干 年 的 时 全 .他 
们 的 历法 比 同时 代 欧 谢 的 历法 要 成 熟 ， 而 他们 的 科学 与 天 文学 
了 可 能 也 胜 过 了 同一 时 期 的 欧 浏 人 人 .他们 知道 金 量 绕 太阳- 一- 局 需 
要 584 天 中 ， 他 们 ] 测 得 金 量 的 运动 ， 存 五 自 年 内 的 误差 木 超过 
其 小 时 .3 现存 的 一 份 马 雅 手稿 ( 德 雷 斯 顿 抄本 ) 包含 了 由 张 
精确 诬 频 高 的 有 关 人 金星 和 月 球 的 天 文 表 ， 至 于 切 雅 人 的 数学 周 
富 ， 由 于 兰 达 焚 书 这 一 翡 避 而 永 过 丢失 了 ， 对 此 我 们 只 能 中 
B 


D 人 金星 的 公转 周期 是 225 E. ASAP 243 X. 584 X Hi m 
HAGAR (AR. Se ARR LE OA món B EB] eR LRH 
“ 合 ”， 共 合 到 合 的 日 数 称 为 人 台 会 周期 1. 一 一 译注 


马 蓝 人 的 文字 和 历法 体系 被 后 来 的 托 尔 铁 克 人 、 米 斯 特 克 
大 和 阿 兹 特 克 人 所 采用 .不 过 到 阿 兹 特 克 人 的 时 代 ,52 年 这 一 
较 长 历法 周期 已 被 放弃 ,市 且 他 们 的 文字 的 品质 下 降 了 . 阿 兹 特 
友人 不 再 用 短 横 杠 表示 五 ,而 且 马 经 抛弃 了 零 . 


印 加 人 


RAVE IL 1410 年 ,生活 在 秘鲁 库 斯 科 和 谷地 的 印加 大 开始 
控制 其 邻近 地 区 .在 1532 年 弗朗西斯 科 - jS BE SP ( Francisco 
Pizarro) FEB. (t fl 1-— Er YE S r^ KACHA. PR BETA 
i BX ee ES. Io. JR ze AR P dE B0 3E fi e UR n RD, God e 
ft DEA HE We RUE He Z£ 89— 35r , M b Su Ba Sek T POA HL 


估计, 印加 的 人 口 在 六 百 万 到 一 千 二 百 万 之 间 ,23 说 明 它 是 新 大 【91] 


陆 最 大 的 帝国 .为 了 预防 因 战 争 和 欠 收 可 能 带 来 的 食物 泪 乏 , 印 
加 人 建造 了 遍及 全 国 的 天 仓库 ,里 面 装 满 被 称 做 churio 的 经 淮 
洪 干 燥 的 土豆 .他 们 的 道路 系统 总 长 度 约 达 三 万 公里 ,被 称 为 
“RBA AGA” ,把 位 于 库 斯 科 的 首都 与 全 国 广大 地 区 连接 起 来 .为 
了 管理 这 个 巨大 的 帝国 ,印加 人 建立 了 称 为 chasquis 的 分 程 传 
递 的 接力 队 ,把 信息 从 各 省 传 到 首都 库 斯 科 . 为 了 帮助 接力 者 ， 
沿路 建立 了 驿站 网 ,几乎 每 隔 4.5 英里 便 设 置 一 处 驿站 . 

印加 入 没有 书面 语 谊 ,而 许多 信息 与 官方 档案 又 必须 有 据 
可 查 . 为 了 记 住 这 些 东 西 ,印加 人 创造 了 一 种 在 绳 上 打 结 的 复杂 
系统 BRA SEE" (quipus) , 用 来 记录 数 和 被 计数 的 事物 .其 他 
许多 社会 在 其 历史 发 展 进程 中 也 使 用 过 这 种 工具 来 记录 数 ,其 
中 包括 古 和 希腊, 中国, 夏威夷 和 19 世纪 的 非洲 .印加 人 设计 了 相 
当 奥 好 而 复杂 的 结 绳 记事 法 ( 见 第 4 章 图 10) .尽管 我 们 有 很 多 
结 编 记 种 的 实物 并 能 轻而易举 地 解释 所 记录 的 数 是 什么 ,但 由 
于 他 们 没有 书面 语言 ,如 何 使 用 这 一 方法 的 细节 我 们 无 从 知晓 . 

“SETS” BARA Camayoe( 或 Quipucamayoc) 的 官员 用 作 计 数 
工具 ,他 们 在 政府 各 部 门 中 任职 ,负责 记录 统治 者 感 兴趣 的 几乎 
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任何 事物 .Camayoc 在 特殊 的 学 校 中 受训 ;这 类 学 校 仅 仅 向 印 吉 
社会 中 的 精英 开 旗 .学 生 们 不 羽 要 学 会 如 何 司 用 基 普 ,而 且 还 要 
熟悉 已 在 的 * 基 普 " 所 反映 的 口头 历史 . 基 普 是 由 一 组 线 绳 做 成 
的 ,每 条 强 长 约 40 JK GG UO" dEEU GLA — BILE ARCT HAA, 
每 一 条 记录 一 个 数 .通常 每 条 强 都 涂 上 颜色 以 表示 所 计数 的 事 
项 是 什么 .有 了 时 把 一 条 强 与 其 他 强 连 结 起 来 表示 总 的 计数 值 . 
印加 大 使 用 的 数 系 以 十 为 基底 .每 个 数字 用 强 结 的 组 合 表 
未 ， 写 相 邻 的 数 子 均匀 排 开 .零用 强 上 的 一 个 空位 表示 .他 们 使 
用 的 结 分 三 类 :; 单 结 , 双 结 和 其 有 从 二 到 九 个 圈 的 滑 结 . 结 从 上 
往 下 在 强 上 顺序 排列 .因此 , 数 475 表示 成 在 绳 的 顶部 有 四 个 
结 ,跟着 是 七 个 一 组 欧 结 ,然后 是 五 个 单 结 或 具有 五 个 圈 的 滑 


结 


印加 大 不 像 马 雅 人 和 阿 兹 特 克 人 那样 在 城市 中 生活 ,而 是 
居住 在 一 些小 村 落 里 ,那里 的 人 口 很 少 有 超过 一 千 的 .首都 和 其 
他 各 省 的 中 心 是 一 些 官僚 居住 的 庙宇 .他 们 将 十 进 制 数 系 和 5 
元 计数 法 合 起 来 使 用 ,把 全 国人 口 控 察 庭 划分 成 十 个 、 五 十 个 、 
一 百 个 .一干 个 .五 于 个 等 组 群 .农田 则 被 分 成 三 个 部 分 ,一 个 部 
分 上 的 产品 归 庙 宇 ,第 二 部 分 农田 二 的 收获 归 各 省 中 心 的 首领 
(Sapa Inca), 只 有 最 后 一 部 分 农 田 的 产品 归 农 夫 自 己 使 用 .每 个 
公民 都 需要 向 政 府 贡 献 他 (或 她 ) 的 一 份 劳动 (妇女 和 孩子 也 在 
其 列 ) .所 以 这 些 都 必须 记录 下 来 ,由 Camayoc 记 在 他 们 的 “ 基 
普 ” 上 成 为 信息 ,然后 传送 到 库 斯 科 的 权力 中 心 这 真是 一 项 
规模 浩大 的 工作 . 

所 以 说 ,印加 大 像 马 雅 人 一 样 使 用 有 零 的 位 值 制 数 系 . 只 是 
马 雅 人 用 其 数 系 制 订 了 历法 ,以 追随 他 们 的 神灵 ,而 印加 人 用 数 
系 控 制 和 管理 从 和 多 人 口 的 日 常生 活 .… 基 普 ” 不 像 算盘 那样 用 于 
实际 的 计算 .印加 人 可 能 用 手指 .小 卵石 或 其 他 辅助 物 进行 计 
算 , 然 后 把 结果 记录 在 “ 基 普 ”上 .将 印加 人 和 苏 美 尔 人 的 发 明 作 
一 平行 的 对 比 也 是 很 有 意思 的 . 苏 美 尔 人 首先 发 明了 帮助 管理 


商务 .庄稼 地 和 征 税 的 符 导 体系 ,它们 后 来 发 展 成 了 文字 ;而 印 
加 大 的 * 基 普 ?” 体 系 也 是 帮助 管理 人 和 财产 的 “ 基 普 " 体 系 为 什 
人 妇 没 有 演化 成 真 正 的 文字 呢 ? 我 们 必定 记得 西亚 的 符 导 体系 花 
TERA FAA EHAE AGAT 8500 年 至 前 3100 年 ) 才 完成 这 
一 演化 .而 印加 帝国 延续 了 还 不 到 二 百年 ! 考虑 到 这 中 个 短命 
的 帝国 ,那么 他 们 所 取得 的 成 果 从 任何 标准 来 看 部 确实 让 人 震 
fi. 


独立 的 发 现 


中 国 与 美洲 新 大 陆 数 系 之 间 的 类 似 之 处 ,以 及 苏 美 尔 与 埃 
友 数 系 的 雷同 之 点 都 是 显著 的 .所 有 这 些 数 系 都 是 把 5.10 和 
20 的 计数 的 某 种 组 合 纳入 他 们 的 数 系 和 框架. 即使 是 苏 美 尔 人 的 
以 六 十 为 基 阅 的 数 系 也 包含 以 十 为 基底 的 细部 .大 多 数 系统 都 
是 位 值 制 的 .肥沃 新 月 地 区 和 中 国 接受 零 的 过 程 很 缓慢 ,但 最 终 
大 家 都 采用 了 零 .可 以 说 ,在 人 类 数 系 中 -- 再 出 现 的 课题 包括 一 
些 最 基本 的 内 容 : 手 指 计数 (五 = 一 失手, 十 = 两 只 手 , 二 二 = 所 
有 的 手指 和 了 脚趾) ,位 值 制 体系 和 零 . 

现在 我 们 可 以 来 回答 在 本 章 开 头 提出 的 问题 :各 自 独 立 发 
展 的 数 系 基本 上 是 类 似 的 吗 ? 管 案 是 肯定 的 .人 类 都 是 经 过 大 
体 相同 的 途径 来 解决 那些 需要 使 用 数字 和 计算 的 问题 的 . 

中 国人 和 美洲 土著 人 的 数学 展示 了 既 用 于 口语 又 能 书写 的 
成 熟 的 数 系 ,但 并 没有 演化 出 像 肥沃 新 月 地 区 那 种 与 众 不同 的 
证 物 . 事 实 上 ,就 算 苏 美 尔 人 和 埃及 人 从 未 存在 过 ,我 们 肯定 仍 
会 有 数 系 和 文字 .我 们 看 到 , 随 着 农夫 们 的 村 落 发 展 为 城镇 , 制 
造 业 和 禄 易 便 兴旺 起 来 ,这 期 间 农 夫 们 遇 到 很 多 问题 ; 正 是 为 了 
解答 这 些 问 题 , 才 逐 语 形 成 了 数 系 . 无 论 在 哪里 ,只 要 聚集 了 大 
批 的 农 去 , 册 现 由 权力 中 心 来 管理 的 情形 , 青 定 就 会 出 现 一 些 需 
要 用 更 先进 的 数 系 来 解决 的 新 问题 .人 们 面临 着 分 配 土 地 ,计算 
和 征收 赋税 ,建立 军队 和 筹 以 ,运载 货物 , 签 定 和 履行 台 同 等 必 
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RES ze AD [e] B. xXx ue fo s E T BEER ett AE NR RE LITERE 
94] 原始 时 代 的 农夫 们 朴素 的 计数 体系 变 成 了 管理 帝国 的 工具 . 


早期 希腊 文明 


至 此 ,我 们 已 经 厢 顾 了 从 史前 时 期 至 约 公 元 前 1000 FHK 
陆 上 数 的 演进 过 程 .我 们 已 经 看 到 数 的 概念 的 扩张 :从 自然 数 扩 


展 到 埃及 人 的 单位 分 数 ( 形 如 十), 巴比伦 人 的 六 十 进位 制 的 分 


SEINE) ,以 及 中 国人 的 负数 . 现在 来 看 看 古 希 腊 人 的 贡献 . 
人 们 一 直 认为 ,希腊 人 确立 了 科学 ,哲学 和 数学 的 地 位 , 并 为 这 
些 学 科 建 立 了 标准 ,这 些 标准 一 直 沿用 了 两 干 年 .然而 , 男 有 一 
些 人 则 说 我 们 给 了 希腊 人 太 多 的 赞誉 而 忽视 了 其 他 社会 的 贡 
fk 


实际 上 ,这 两 种 观点 者 是 正确 的 .希腊 人 将 早期 文明 中 的 实 
用 计算 和 调 量 术 重新 确立 为 我 们 今天 所 谓 的 科学 和 数学 .希腊 
人 在 大 约 公 元 前 600 年 至 公元 300 年 间 取 得 的 成 就 ,使 后 来 一 
于 五 百年 间 的 智力 成 果 显 得 黯然 失色 .但 是 我 们 也 不 应 陷 人 诅 
A ,相信 他 们 完全 没有 得 益 于 更 古老 的 社会 而 只 是 孤军 奋战 . 几 
乎 能 肯定 地 说 ,他 们 借鉴 了 埃及 和 巴比伦 的 东西 .当然 ,他 们 在 
很 多 方面 取得 的 成 果 是 全 新 的 ,其 有 上 典型 的 希腊 特点 . 
希腊 文明 始 于 约 公元 前 2000 年 ,当时 一 批 说 希腊 语 . 尚 不 


识字 的 印 欧 语系 人 ,高 开 北 区 尔 干 半岛 迁移 至 希腊 与 东 地 中 海 Cos] 


沿岸 .在 那里 他 们 开始 吸收 克 里 转 岛 上 的 古老 文化 .在 其 后 的 


T FUE F8), 他 们 散布 到 西亚 的 米 诺 (Minor)( 今 土耳其 ) 、 爱 


芋 海 语 岛 和 希腊 全 境 .他们 定居 的 这 片 领 地 促成 他 们 形成 了 各 
种 各 样 的 管理 模式 . 苏 美 尔 人 及 其 后 的 巴比伦 人 占据 着 大 片 平 
hii 种 易于 统治 者 迅速 调动 军队 .难以 构筑 防 御 工 事 的 地 形 . 
这 使 强大 的 苏 美 尔 和 巴比伦 的 君主 们 有 可 能 扩展 他 们 的 统治 售 
地 .埃及 人 人 鼎 据 的 是 狭长 的 河谷, 这 种 地 域 也 适 于 集中 管理 . 

KRAADI T .他们 生活 在 -- 个 个 城邦 国家 中 ,这 些 城邦 
通常 片面 环 山 又 毗 令 大海, 都 是 建筑 防御 工事 的 理想 场所 . 因 
此 , 作 何 -位 希腊 国王 想 征 服 他 的 邻邦 都 很 困难 . 当 巴 比 伦 和 埃 
REHA- -的 统治 者 管理 时 ,希腊 还 只 是 个 多 城邦 的 联盟 .这 
意味 着 希腊 人 并 不 受制 于 单 -- 的 世界 观 或 宇宙 观 , 那 只 是 几 千 
年 来 祭司 们 意欲 强 衣 于 人 的 观念 .各 个 城邦 可 以 制订 自己 的 规 
Jj . BE Tr HE a Eg ao .攻击 性 和 好 奇 心 的 希腊 人 居住 的 东 地 中 海 
地 区 的 缓慢 演进 ,我 们 这 个 世界 实现 知 力 爆发 的 时 机 成 熟 了 . 

被 共同 的 生活 背景 和 语言 联结 在 一 起 的 希腊 人 ,于 公元 前 
776 SE TE 3E BB EH BEIC? TEJE ROE KI LARUE IP fO 2E TTD AE 
运动 会 .从 公元 前 775 年 至 前 750 年 ,他们 又 开始 和 腓 尼 基 人 通 
商 , 后 者 占据 着 位 于 地 中 海 最 东 端 的 沿海 国家 ,以 提 尔 和 西 顿 为 
中 心 城 市 ( 今 属 黎巴嫩 ) .希腊 人 供用 了 只 由 辅音 与 附加 元 音 组 
成 的 腓 尼 基 人 的 字母 系统 .具备 了 这 种 新 的 书写 能 力 , 希 腊 信 开 
始 用 史诗 记录 他 们 的 传统 .经 过 150 年 的 迁 称 大潮, 到 公元 前 
600 年 .希腊 人 占领 了 六 吉 到 七 百 个 相对 独立 的 城市 ,从 黑海 西 
岸 延 伸 到 意大利 南 部 .利比亚 和 西班牙 沿海 地 区 .在 这 期 向, 他 
人 开始 在 贸易 中 使 用 货币 . 

此 时 ,希腊 人 和 进 人 他们 历史 上 的 古典 时 期 ,这 一 时 期 从 公元 
前 600 年 延续 至 公元 前 300 年 .第 二 个 时 期 称 作 希腊 化 或 亚 历 
山大 时 期 ,从 公元 前 300 年 延续 到 公元 600 年 .不 过 ,我 们 真正 
关心 的 是 古典 时 期 .因为 在 这 期 间 希 腊 人 确立 了 他 们 的 数 的 概 


在 公元 前 8 TEE acts BAA BY fé f FH SB E SE BERT , fill] ] ie 7o» 
47 rp dr 手段 来 记录 他 们 的 精心 之 作 . 羊 皮 纸 还 没有 发 明 , 而 
泥 板 与 腊 板 本 占 空 间 又 不 易 搬 动 ,也 很 玲 存 放 . 幸 运 的 是 , 纸 草 
AHCTE £4 AYERI 650 年 进入 了 希腊 人 的 此 界 . 这 时 他 们 有 了 可 以 
记载 自己 最 深刻 的 思想 的 介质 ,他们 充分 利用 了 这 种 纸 的 优点 . 
现存 最 早 的 具有 科学 性 质 的 著作 ,出自 公元 前 4 世纪 的 柏拉图 
时 代 . 第 一 -部 真正 意义 上 的 数学 著作 是 欧 几 里 得 写 于 约 公 元 前 
3 Ez m CIL fpica» .事实 上 ,有 重要 意义 的 希腊 数学 手稿 没有 
-部 保 厦 到 今天. 我们 有 的 只 是 经 过 反 反 复 复 模仿 ,复写 或 修订 
的 版 本 .这 些 复 制品 中 最 古老 的 一 份 是 出 自 公 元 200 年 至 1200 
AE ET EP FF ir RE CAR 2 Oe Bp ) BH FOR pb . 


希腊 数 系 


希腊 人 使 用 过 丙种 数 系 , 第 -种 叫做 雅典 数 系 , 它 从 最 早期 
的 文字 诞生 时 代 开 始 使 用 ,到 公元 前 100 年 至 公元 50 年 之 间 逐 
比 停 止 使 用 .第 二 种 体系 在 公元 前 100 年 之 后 占据 了 优势 地 位 ， 
PIRRE ELEKURE. 

雅典 数 系 以 十 为 基底 ,使 用 六 个 基本 符号 : 

1-1, 5=T, i0-2, 100-H, 1000-X, 1000=M. 

“一 ”只 用 简单 的 一 坚 表 示 , 其余 五 个 符号 都 是 希腊 字母 .其 
他 的 数 都 由 这 六 个 符号 组 合 而 成 ,这 非常 像 较 早 的 埃及 数 系 和 
较 晚 的 轩 马 数 系 .希腊 人 不 像 马 比 伦 人 和 现代 社会 那样 使 用 位 
AH. ERL r 可 以 和 其 他 作为 乘 数 的 符号 组 合 使 用 . 
例如 我 们 可 以 用 了 来 表示 5.100 或 500. 为 了 得 到 5000 我们 只 
须 把 了 与 和 组 合成 全 .下 而 给 出 雅典 数 系 中 其 他 几 个 数 的 例 
子 : 


47 - AS AADTIL, 
374 = HHHP. AAI I, 
23 621 = MMXXXR HA A. 
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数 的 符号 通常 按 递 威 的 次 序 写 ,但 并 不 总 是 如 此 .你 立即 可 以 看 
到 .在 这 种 非 仓 值 制 体系 中 ,次序 并 非 那么 重要 ,希腊 人 没有 使 
用 零 . 一 般 来 说 ,雅典 数 系 也 不 用 于 表示 分 数 . 

第 二 种 数 系 或 爱 奥 尼 籽 数 系 ,需要 指定 字母 表 中 的 字 术 来 
表示 数值 ,如 天 4 所 示 . 表 示 各 个 “和 干 ] 000,2 000,…,9000) 的 
希腊 字母 跟 表 示 单 位 数 们 ,2,…,9) 的 字母 一 样 ,只 是 加 上 了 重 
音符 号 .注意 . 表 4 含有 二 十 七 个 不 同 的 符号 , 亿 占 希腊 字母 表 
中 只 有 二 十 四 个 字母 .为 了 达到 二 十 七 个 ,必须 加 上 三 个 额外 的 
符号 ; 即 Ft 读 作 digamma) ,代表 六 ;9( 读 作 koppa) ,代表 轧 十 :多 
CREPE sampi) 代 表 九 百 . 上 述 字 母 都 用 大 写 , 古 典 希 腊 时 期 是 示 
用 小 写字 和 母 的 ,利用 上 述 符号 来 表示 1 到 9 999 dtd — TX. 
需要 使 用 四 个 或 四 个 以 下 的 符号 .这 种 表示 法 比 老 的 雅典 数 系 
有 了 实质 性 的 进步 .为 了 表示 更 大 的 数 ,还 需 使 用 几 种 不 同 的 方 
法 , 包 插 借用 雅典 数 系 中 表示 一 万 的 符号 MORE myriad); 那 时 
FH M FR 4 中 的 字母 组 合成 更 大 的 数 . 


ma 希腊 的 爱 典 尼 亚 数 系 


Td To Hu F 位 

i-À 10 -1 toc =P 1000 = .点 
2=B 20 -K 200-* >000 = ,EB 
aar 30-A 300 =T 3000 = D 
4A 40 - M 200 2 Y 4000 = +A 
5=E SO=N 500 =D 5000 = E 
6-F 6D =E 600 = 6900 — JF 
Taz 70 = 已 700 = 下 7000 = ,Z 
8-H 80 -Ii 800 -L2 8000 -,H 
9-6 90-4 900 = 网 9000 = ,& 


8] 爱 奥 尼 亚 数 系 比 起 老 的 雅典 数 系 ,能 用 更 少 的 字母 表示 较 
大 的 数 . 在 货币 上 使 用 很 受 欢 迎 , 不 过 ,通常 需要 分 辨 清楚 哪 足 
希腊 数字 和 哪 是 希 莫 词汇 ,因为 二 者 都 是 由 字母 构成 的 ,为 此 ， 
可 在 数字 上 方 放 性 --- 短 模 , 有 时 用 由 点 组 成 的 短 行 把 字母 括 


起 来 . 

爱 奥 尼 亚 数 系 中 使 用 的 分 数 或 是 像 埃及 人 用 的 单 分 数 ,或 
是 真 分 数 . 真 分 数 用 以 下 几 种 方式 表达 :一 种 方式 是 在 表示 分 子 
的 普通 的 数字 后 面 紧 女 一 个 表示 分 母 的 带 重 音标 记 的 数字 . 例 
如 TH' 就 是 八 分 之 三 .第 二 种 方式 是 在 分 子 后 把 表示 分 母 的 带 
重音 的 字母 写 两 遍 .因此 , 八 分 之 三 就 写成 PH'H' .第 三 种 方式 
是 在 一 行 的 正常 位 置 写 分 子 ,而 在 它 上 方 写 分 母 ,但 形状 票 小 一 
点 


雅典 数 系 与 爱 奥 尼 亚 数 系 都 很 容易 读 , 但 二 者 都 不 适 于 用 
来 和 做 计 算 . 由 于 要 用 如 此 多 的 不 同 的 符号 ,而 确认 数 或 分 数 的 规 
大 又 有 变化 ,所 以 ,希腊 数码 比 起 我 们 的 印度 — 阿拉 伯 数 系 来 就 
显得 有 点 混乱 .为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 只 需要 考 虚 简单 的 例子 . 
在 我 们 的 数 系 中 用 三 乘 九 十 时 ,我 们 把 它 分 解 成 两 个 步 又 .第 一 
步 是 用 三 去 乘 九 十 中 的 零 .还 得 零 .我们 只 要 把 零 记 下 来 .第 二 
上 芗 用 三 乘 九 得 二 于 七 .现在 把 二 十 七 守 在 那个 零 的 去 市 就 得 到 
270. 用 爱 奥 尼 亚 数 系 来 解决 同样 简单 的 问题 ,会 出 现 什 么 情况 
WE? 我 们 不 能 用 等 去 匀 任 何 数 . 因 为 在 爱 奥 尼 亚 数 系 中 没有 零 . 
RNAS ARAL RHR ACH STO. MRE 
尝试 把 它 分 解 成 用 OÆ (3) 得 出 KZ(27) ,于 么 我 们 仍 无 法 
从 KZ(27) 4844 X 0(270). 

在 印度 ~ 阿拉 伯 数 系 中 ,我 们 能 把 运算 分 解 成 可 以 重复 的 
简单 步骤 .之 所 以 能 这 人 么 做 是 因为 我 们 使 用 了 位 值 制 .在 爱 奥 尼 
亚 ( 包 括 更 早 的 雅典 ) 数 系 中 ,我们 必须 记 住 一 张 相当 大 的 乘法 
表 . 和 我们 数 系 的 乘法 表 侈 有 九 氏 九 项 ,包括 八 十 一 个 元 素 . 实 
际 上 , 它 确实 很 容易 ,因为 "一 " 乘 第 二 个 数 总 等 于 第 二 个 数 .所 
以 在 实 戌 中 我 们 只 须 熟 记 八 彝 信 项 的 家 , 即 六 十 四 个 元 素 . 由 于 


爱 奥 尼 亚 数 系 使 用 许多 不 两 的 符号 ,加 上 它 又 是 非 位 值 制 的 ,所 (991 


以 需要 一 张 较 大 的 乘法 表 . 有 证 据 表 明 ,希腊 人 实际 上 是 以 口语 
中 所 用 词 的 声音 而 不 是 以 写 出 的 符号 来 熟 记 计算 表 的 .因此 , 记 


TES WN EEF Dl - id [EE SIRE BOR Tg TEE > FEA 
PRA fh 15938 5 ACHILES hfe A —~ BE ABE KE BE [e FRI AE 
Pith eH HY. 

JLAF. BY EA EF ae s BELA EAA E SE SR PET BS, at 
FRA ELTE RS BEBE OK URB f TET GE FB B9 27 2. HRE DTE Pe 
的 古 希 腊 算 板 基 在 萨 拉 米 斯 岛 发 握 出 来 的 一 块 白色 大理 石 
A BBC ,我 们 发 现 了 太 基 提 及 算 板 的 文字 资料 .希腊 人 把 算 
板 称 作 abákion ,使 用 诸如 木材 KARE LR Lae 
线 忆 区 分 出 区 域 , 他 们 用 补 称 为 psephoi B5 PETER E EE zh xoc 
成 算术 运算 .日常 计算 的 细节 已 全 部 失传 . 

哲学 .科学 和 数学 的 诞生 

在 希腊 人 之 前 ,哲学 .科学 和 数学 并 没有 明确 的 研究 范围 . 
公元 前 600 年 前 的 古代 思想 家 部 是 祭司 ,统治 省 .书记 员 或 商 
A . 那 时 没有 数学 家 和 科学 家 ,是 希腊 作为 我 们 定义 了 这 些 词 
语 , 从 而 促成 了 学 术 界 的 形成 ,并 一 直 延 续 至 今 . 

小 亚细亚 的 西海 岩 , 管 立 着 一 座 叫 做 米利 都 的 城 , 它 是 一 处 
富有 的 商业 中 心 . 它 的 商船 可 以 很 容易 地 到 达 埃 及 的 尼罗河 ,而 
内 陋 的 商 路 把 该 城 和 蕊 比 伦 相 通 . 闻 时 ,米利 都 人 喜欢 中 所 有 的 
希腊 城 却 和 腓 尼 基 人 通商 .在 这 东西 方 交 通 的 上 字 路 口 ,我 们 过 
到 了 第 一 位 货 太 的 希腊 暂 学 家 和 数学 家 一 一 泰勒 斯 (Thales). 

泰勒 斯 生活 的 年 代 约 从 公元 前 634 年 到 前 548 年 .他 年 轻 
时 是 个 商人 ,据说 到 过 埃及 和 巴比伦 ,他 在 那里 大 概 接触 了 具有 

WO) 二 年 历史 的 两 大 文明 所 形成 的 数学 .晚年 ,他 献身 于 对 知识 的 探 

索 并 建立 了 第 一 个 希腊 学 派 一 一 爱 奥 尼 亚 学 派 ,从 此 开创 了 学 

派 的 传统 ; 它 不 是 面向 商人 ,儿童 .奴隶 或 书记 员 们 的 ,而 是 为 希 

腊 社 会 中 的 贵族 成 人 第 男子 敞开 的 一 和 扇 知 识 大 门 . 有 一些 关于 泰 

EMT AAS! .但 无 例外 者 是 些 -- 手 梧 料 ,所 以 其 真实 性 值得 剑 

疑 .不 过 ,这 些 故 事 很 重要 , 它 向 我 们 展示 了 他 的 同胞 以 及 他 的 
— 6 — 


直接 继承 者 是 如 何 看 待 他 的 页 献 的 . 

他 被 后 世 的 希腊 人 人 苯 为 希腊 七 党 中 的 第 一 位 .他 因 开 创 闻 
希腊 几何 学 、 天 文学 和 数 的 理论 而 备 受 赞誉 . 据 称 他 在 公元 前 
585 年 预测 出 了 日 仲 ,给 他 的 同胞 曾 下 了 深刻 印象 .但 是 现代 学 
者 怀疑 他 是 否 真 的 做 出 了 预测 ,因为 希腊 人 的 天 文学 知识 在 当 
时 还 相当 有 限 .4 也 有 记载 说 ,他 曾经 买 下 了 米利 部 和 邻近 的 希 
俄 斯 地 区 的 所 有 榨 柑 榄 机. 当 采 摘 季节 到 来 时 ,他 便 以 高 价 出 租 
而 使 自己 发 了 财 . 他 是 历史 上 第 一 个 跟 其 体 的 数学 发 现 联 系 在 
一 起 的 人 .除了 创建 学 派 与 教授 了 像 阿 纳 克 西 曼 德 ( Anaximan- 
der) 和 阿 纳 克 西 米 尼 (Anaximenes) 等 学 者 之 外 ,还 有 记载 说 泰 蒜 
斯 还 教 过 伟大 的 毕 达 间 拉 斯 ;不 过 更 大 的 可 能 是 :在 泰勒 斯 退休 
之 后 , 毕 达 哥 拉 斯 才 加 入 他 的 学 派 的 . 

用 项 数学 发 现 归 功 于 泰勒 斯 .? 了 这些 发 现 中 的 四 项 在 图 
19 中 予以 说 明 . 在 图 (a) 中 ,我 们 看 到 圆 面 积 被 其 直径 分 成 相等 
的 两 半 , 即 面积 A 等 于 面积 B. 图 (b) 展 示 的 是 ,如 果 两 个 三 角形 
的 两 个 角 和 一 条 边 分 别 相等 , 则 它们 的 面积 与 形状 相同 ( 即 全 
SE) .在 图 (c) 中 是 一 个 内 接 于 半圆 上 的 角 ;泰勒 斯 证 明 所 有 这 样 
的 内 接 角 都 应 是 直角 (90 BED ,图 (d) 展 示 了 他 的 第 四 项 发 现 ,这 
是 指 任 一 等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 A 和 B 永远 是 相等 的 . 他 是 否 
确实 获得 了 这 些 发 现 并 不 重要 ;他 的 贡献 在 于 他 的 方法 ,而 不 在 
于 应 用 该 方法 的 具体 结果 .他 最 有 意义 的 贡献 涉及 唤 辑 推理 和 
抽象 . 

埃及 人 和 和 巴比伦 人 研究 几何 时 ,他 们 是 在 度量 客观 的 物理 
对 象 一 地面 上 的 上 距离 或 交叉 的 绳索 形成 的 角 等 .这 时 的 线 是 [101] 
在 砂 地 或 地 面 上 划 出 的 有 形 的 线 .泰勒 斯 的 一 个 伟大 贡献 是 用 
纯 抽 象 的 方式 说 出 线 、. 圆 和 其 他 形状 . 线 不 再 是 能 在 砂 地 上 看 到 
的 事物 ,而 是 存在 于 想像 中 的 思维 的 对 象 . 这 意味 着 抽象 的 线 可 
以 是 笔直 的 ,抽象 的 贺 可 以 是 完美 的 加 的 .他 将 物质 的 形状 抽象 
为 头脑 中 的 形状 .接着 ,他 做 了 一 件 最 不 寻常 的 下 .他 开始 进行 


ic) 


图 19 WAT RAT AL: (a) PLC ee 9 LIE EUER A 88 
两 部 分 ;(b)-- 边 和 两 角 分 别 相 等 的 两 个 三 角形 具有 相同 的 形状 ; Ce LER 
于 半 图 内 的 三 角形 是 直角 导 解 形 ;(d) 等 腰 三 角形 有 两 个 全 等 的 角 . 

02] 还 辑 推理 ,这 使 他 能 从 一 个 关于 抽象 形状 的 真理 出 发 ,去 发 现 另 
一 些 走 再 .这 种 通过 有 还 丝 演 绎 从 一 些 真 理 推 导出 某 个 几何 真理 
的 论证 方法 ,深刻 地 影响 了 其 他 希腊 思想 家 ,以 致 开 始 了 利用 时 
辑 演 绎 法 去 发 更 一 切 真 理 的 全 面 努 力 .结果 , 在 希腊 确立 了 演绎 
的 科学 方法 , 它 对 西方 思想 的 影响 达 两 千年 之 久 . 

希腊 人 要 求 他 们 的 真理 绝对 可 靠 ,不 给 错误 留 下 任何 的 余 
地 .为 达到 这 一 目的 ,办 法 是 接受 那些 不 证 自明 的 前 提 , 然 后 演 
绎 出 结论 ,后 者 必定 也 是 绝对 真实 欧 . 所 以 ,如 果 他 们 的 演绎 结 
果 与 经 验 不 同 ,那么 就 必须 放弃 经 验 而 支持 演绎 . 另 一 方面 , 现 
代 科 学 依赖 于 经 验 ; 正 是 经 验 提示 了 各 种 法 则 (这 些 提 示 被 称 为 


i 


假 役 ). 热 后 我 休 利 用 逻辑 来 孩 测 未 来 的 经 验 并 论证 这 些 第 项 潮 


的 经 验 . 数 学 模型 在 最 初 可 能 把 纯 拙 象 的 创造 .但 在 科学 中 运用 
时 ,它们 必须 与 经 验 相 联系 .在 我 们 的 科学 中 ,如 果 经 验 与 假设 
(或 者 说 数学 异型 ) 有 异 RI Se PS BS ok E E 
. 

注 经 方法 在 纯粹 数学 研究 中 运用 得 很 好 ,但 在 科学 研究 中 
孤 并 地 使 用 这 种 方法 却 会 招致 灾祸 .事实 上 ,希腊 人 通过 演绎 法 
发 更 了 很 多 几何 对 象 之 间 的 关系 ,他 们 的 科学 却 由 于 方法 的 缺 
陷 而 受到 严重 阻碍 .这 就 引出 了 关于 现实 和 数 的 基本 属性 这 方 
面 的 一 些 非常 奇怪 的 结论 .我 们 可 以 说 ,泰勒 斯 以 其 演绎 方法 及 
由 此 发 现 的 几何 真理 ( 伴 之 以 对 几何 形状 的 抽象 ) 给 子 了 我 们 很 
大 的 馈赠 ,但 是 后 来 的 希腊 人 由 于 受 他 这 一 方法 的 影响 ,错误 地 
将 其 度 用 于 追求 一 切 美 型 的 喜 理 上 ,结果 妨 租 了 科学 的 发 展 . 幸 
运 的 是 希腊 还 有 一 - 些 愿意 襟 不 并 依靠 经 验 的 思想 家 .在 公元 前 
4 世纪 , 亚 里 七 者 德 (Aristotle) 进 行 了 解 前 以 收集 生物 信息 ;而 
IERTE AICHI 3 世纪 的 阿 基 米 德 (Archijmedes) 在 探索 物理 规律 
时 进行 六 基本 的 实验 工作 .然而 直 钊 很 多 个 世纪 之 后 ,这 种 实验 
的 方法 才 在 现代 科学 中 兴盛 起 来 . 


伟大 的 毕 达 哥 拉 斯 


当时 的 上 舞台 是 为 那个 一 切 时 代 中 最 伟大 的 数学 家 之 一 毕 达 
哥 拉 斯 {图 20) 建 造 的 .关于 他 的 生 辛 年 众说 纷 经 ,但 公元 前 580 
年 至 前 500 年 可 能 比较 接近 他 所 生活 的 时 代 . 他 的 出 生地 是 离 
米利 都 不 远 的 萨摩 斯 品 . 有 些 人 宜 称 ,他 直接 申 泰 勒 斯 学 习 , 因 
为 他 们 生活 的 时 期 部 分 重 痊 ; 另 一 些 人 则 说 他 们 的 年 龄 差异 太 
大 ,上 述说 法 不 大 可 能 成 立 .9 我 们 确实 知道 毕 达 哥 拉 斯 年 轻 时 
曾 到 各 处 游历 ,访问 过 埃及 和 巴比伦 .因此 , 当 奉 勒 斯 在 世 时 ,他 
可 能 在 米利 都 也 可 能 不 和 在 米利 都 .总 之 ,他 有 可 能 就 学 于 爱 奥 尼 
AES UE ,在 那里 他 会 学 到 了 和 泰 勤 斯 的 演绎 方法 


[103] 


图 20 上 毕 达 哥 拉 斯 , 约 公 元 前 580- 一 前 500 年 .( 布 朋 兄 弟 出 版 社 , 斯 
04]】 特 灵 市 , 宾 旋 法 尼 亚 州 ) 

毕 达 哥 拉 斯 在 晚年 效仿 泰勒 斯 ,在 大 希腊 (Mapgna Graecia ) 
HY Ft FE PY (Croton) (ACAI BB) Sir T — PE UE. B IEEE Y 
斯 的 团体 超出 了 学 派 的 范畴 , 它 是 由 近 三 下 名 从 半岛 抽 围 的 地 
区 来 的 宣 补 而 有 权势 的 年 轻 人 组 成 的 宗教 团体 ,其 宗教 仪式 包 
括 各 种 净化 灵魂 的 典礼 ,因为 毕 达 哥 拉 斯 相信 和 灵魂 在 死 后 仍然 
存在 ,并 将 附着 于 别 的 身体 内 一 一 其 至 是 动物 的 躯体 内 .这 些 仪 
式 也 寂 六 数学 内 容 . 他 的 弟子 分 为 两 种 ,一 种 是 内 部 成 员 , 或 称 
mathematikoi 相应 于 我 们 的 "数学 ”一 词 ) ,可 以 聆听 老师 创立 的 
最 秘密 的 真理 ; 另 一 种 是 外 围 成 员 , 称 为 akousmatikoi ( ED Hp 
“旁听 者 ") ,他 们 成 为 会 员 只 是 因为 他 们 遵守 该 神秘 团体 的 或 


律 .每 位 mathematikoi 首先 必须 作为 旁听 者 通过 人 会 考验 .然后 
才能 成 为 内 部 成 员 .该 团体 成 员 被 要 求 发誓 哥 守 黎 窗 以 防止 扩 
RATT AS BETA BETTS AA HE a Be TE, BA Ate 
的 一 切 材 料 都 是 第 二 手 的 . 

毕 达 哥 拉 斯 到 底 是 在 什么 环境 下 死去 的 ,现在 仍 是 个 争论 
的 问题 ,不 过 他 确实 生活 在 一 个 比较 先进 的 时 代 . 后 来 ， 由 于 当 


图 23 柏拉图 ,公元 前 和 7 一 前 347 年 .! 布 调 兄 弟 出 版 社 , 斯 特 灵 市 . 
SEV H: JE IF JH) [106] 
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另 一 方面 ,希腊 人 所 研究 的 .他 们 称 为 算术 (arithmetic) 的 学 
河 , 亡 是 对 于 数 进行 理论 的 研究 .希腊 意义 下 的 算术 并 非 我 们 的 
算术 , 面 是 我 们 现在 所 谓 的 数论 .他 们 认为 算术 是 值得 真正 的 学 
者 去 研究 的 题材 . 

把 效 的 研究 划分 为 算术 (逻辑 斯 蒂 )} 和 数论 ! 算 术 ) 并 不 从 
当 . 这 就 意味 着 算术 该 但 忽视 面 唯 有 数论 才 值 得 研究 .然而 在 此 
之 前 的 几 千 年 里 ,人 类 在 数 的 方面 的 进步 一 直 是 由 实际 问题 所 
推动 的 , 正 是 这 些 问题 使 我 们 有 了 自然 数 和 分 数 .现在 希腊 人 决 
定 看 轻 对 这 些 数 的 运算 ,而 把 精力 集中 到 其 他 地 方 . 


毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 人 克 其 醉心 于 数论 .这 可 能 始 于 毕 达 月 【107] 


拉 斯 本 人 的 一 项 发 现 . 他 发 现 的 是 拉 紧 的 荡 的 长 度 与 弹拨 它 时 
产生 的 乐音 之 间 的 关系 .首先 ,他 看 到 如 果 把 莹 缩短 到 库 长 的 一 
羊 , 则 会 产生 一 个 蜗 作 度 音 . 相 差 从 度 的 音 产生 “和 声 ”, 能 使 我 
们 的 听觉 获得 价 快 的 感觉 .接着 他 又 找 出 了 能 产生 其 他 和 声 的 
强 长 ;也 就 是 说 , 束 缩 短 至 原 长 的 四 分 之 三 产生 第 四 音 , 缩 短 至 
三 分 之 二 产生 第 五 音 . 上 毕 达 哥 拉 斯 自问 各 种 不 同 弦 长 产生 和 
声 的 原因 何在 ?他 的 回答 跟 物 理学 无 羌 ,不 涉及 引 在 空气 中 的 
振动 和 我们 耳 休 的 声学 结构 .相反 ,他 下 结论 说 ,和 这 完全 是 某 
些 确定 的 数 之 间 的 比率 所 造成 的 ,诸如 一 比 二 ,三 比 四 与 二 比 三 
这 些 数 的 比 . 由 此 ,他 又 大 胆 地 归纳 上 出 所 有 的 事物 都 依赖 于 数 和 
Ti may. 

我 们 看 到 , 毕 达 哥 拉 斯 的 信徒 热衷 于 研究 数 之 间 的 关系 并 
用 于 解释 几乎 所 有 的 事物 :数学 .科学 .天 文学 .宗教 .政治 
一 切 都 得 依 末 于 数 . 令 人 惊异 的 基 , 毕 达 哥 拉 斯 心目 中 的 数 仅仅 


@ 例如, 候 设 一 根 拉 紧 的 纺 弹 出 的 音 是 de, 那么 当 取 共 长度 为 原 长 
的 一 半 时 弹出 的 音 是 高 八 度 的 do, 取 其 长 庆 为 原 长 的 3 时 弹出 的 音 是 so， 


而 取 其 长 度 为 原 长 的 闻 时 弹出 的 音 是 a. 一 一 译注 
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包括 自然 数 .分 数 不 能 算 作 是 真正 的 数 ,因为 它们 只 是 一 些 
比 一 一 表明 两 个 整数 之 间 的 关系 .“ 等 一 等 , "你 可 能 会 说 ,“ 这 是 
倒 遂 .我 们 从 埃及 人 和 和 巴比伦 入 那里 已 得 到 了 分 数 ." 完 全 正确 ， 
老 毕 达 哥 拉 斯 完全 忽略 了 人 们 冰 了 有 见 个 世纪 才 权 得 的 成 果 . 茎 
PRP ET at Bot RR TT PR IRA ABA ATA 
毕 达 车 拉 斯 是 伟大 的 数学 家 昵 ? 这 个 故事 还 刚刚 开始 . 

现在 我 们 来 欣赏 毕 达 哥 拉 斯 的 主张 一 一 任何 事物 都 依赖 于 
数 一 一 跟 希 腊 人 与 演绎 科学 密切 结合 这 一 特征 的 关系 .如 果 一 - 
切 事 物 都 依赖 于 数 ,那么 ,为 了 通晓 所 有 的 真理 ,我 们 必须 且 仅 
须 做 的 训 就 是 去 演绎 有 关 数 的 真理 .为 此 ,我 们 从 关于 数 的 自明 
的 真理 出 发 ,推导 出 大 量 的 结论 ,它们 必 将 包含 我 们 生活 于 其 中 
的 这 个 物质 世界 的 真理 .这 种 方法 意味 着 演绎 科学 并 不 需要 去 
研究 筷 然 .大 家 可 以 不 去 理 腔 所 有 的 经 验 , 那 是 些 无 关 紧 要 E 
无 意义 的 东西 .我 们 只 须 关注 数 和 它们 有 趣 的 特性 {数论 ) ,就 可 
以 发 现 一 切 真 理 . 

在 试图 坊 补 数论 与 现实 考 界 闻 的 缺口 时 , 毕 迷 哥 拉 斯 学 泊 
的 成 员 提 出 了 一 些 怪异 主张 .实际 上 ,他 们 创立 了 一 套数 字 神 秘 
主义 的 说 教 , 这 在 今天 的 占 下 术 中 仍 明 总 可 见 .例如 ,奇数 表示 
男性 .偶数 表示 玄 性 .诸如 四 和 九 这 样 的 完全 平方 数 代表 公正 | 
五 代表 婚姻 BU AFCHEPE) 558 (METEO HOSA AN ROC, 
而 七 代表 理解 和 健康 .天 体 必 须 依 适当 的 距离 排列 使 得 相互 
之 间 有 确定 的 比率 , 且 必 须 跟 和 谐 的 音乐 合拍 .因此 ,我 们 球状 
的 天 体 也 产生 和 声 . 事 物 本 身 严 格 地 由 数 来 组 成 .宇宙 的 创 生 正 
是 由 数 引 起 的 . 它 从 一 (单子 ,有 限 物 ) 开 始 ,然后 受 无 限 原理 支 
配 被 分 成 二 (一 对 ). 

这 种 数字 神秘 主义 是 怎样 发 展 起 来 的 呢 ? 回顾 一 下 毕 达 哥 
位 斯 学 派 成 员 擂 弄 这 些 “ 数 "的 方法 颇 有 教 益 .他 们 用 石子 扎 成 
各 种 不 同 的 访 状 ,它们 揭示 出 许多 有 关 数 的 真理 .这 类 研究 可 能 
源 于 古代 在 算 板 上 用 嘟 右 计算 的 实践 ,卵石 在 希腊 文中 写成 


"psephoi" , 是 我 们 的 “计算 "一 词 的 源头 .他 们 的 有 些 发 现成 为 现 
代数 论 的 基石 .例如 ,他 f[ 发 现 某 些 确定 数量 的 卵石 的 汇集 可 摊 
成 二 角形 状 .最 小 的 这 类 汇集 由 三 块 负 石 组 成 .所 以 ,三 就 是 个 
三 角形 数 ( 图 22) .其 他 能 够 构成 三 角形 的 数 是 六 .十 和 十 五 . 然 
后 他 们 注意 到 这 些 三 角形 的 数 (三 ,六 .十 和 十 五 ) 是 若干 连续 的 
EH ERE fü: 

14223, 

1+24+3=6, 

i+2+3+4= 10, 

142434+4+5=15. 
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图 22 ” 孵 石 的 若 十 种 排列 , 显 志 了 四 个 := 角形 数 3.6,10 和 15, 以 政 
两 个 完全 平方 数 4 和 9. 
所 以 ,最 早 发 现 的 数论 成 果 之 一 是 ,若干 连续 的 数 之 和 是 二 
角形 数 . 如 果 我 们 来 看 连续 的 奇数 之 旬 , 则 会 得 到 平方 数 ， 
143=4=2°3, 
14+3+5=9=3:3, 
1+3454+7= 16=4:4. 


素数 是 一 种 只 能 被 1 和 它 自身 除 尽 的 自然 数 .例如 2,3, 5 
和 ? 都 是 素数 . 合 数 是 指 除 能 被 1 和 它 自身 外 还 能 被 其 他 的 数 
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EX PER 4 RAE fl, EY BE SE 2 [IS EE 1 AR WB SAC 
不 是 素数 就 是 人 台数 .这 种 特性 导出 了 数论 中 的 一 整个 研究 领域 . 
BG TA BP fir ny (ee GE A eK OB AN Ie), FR SE A ie 
HE SIR — APA LA EE TOC SOROR HM HE 
BF Shek A ERRERA fF SOA SEF OB BOR. IG 
等 于 1+2+3 的 和 .下 一 个 完全 数 是 28, 它 等 于 1+2+4+7+ 
14. 正 是 从 这 些 具 体 的 观察 中 他 们 建立 了 数论 这 门 学 科 . 

将 卵石 或 几何 的 点 跟 数 等 同 起 来 ,使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 有 可 
能 把 物体 形状 和 特殊 的 数 视 为 同一 物 .办 此 ,最 简单 的 二 维 图 
形 三 角形 变 成 了 跟 3 是 等 同 的 ,而 最 简单 的 三 维 图 形 
四 面体 则 跟 4 等 局 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 用 这 种 方式 逐步 建立 了 用 
来 说 明 物 质 对 象 的 几何 形体 . 亚 里 士 黎 德 在 仔 的 & 形 而 上 学 $ 一 - 
和 中 ,对 毕 达 哥 拉 斯 情 念 作 了 注解 : 数 实 际 上 正 是 物质 现实 省 的 
原子 . 


他 们 ( 些 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 ) 假 定数 的 妥 素 仍 是 一 切 
事物 的 及 素 ,整个 天 空 就 是 各 种 音阶 与 教 ….…… ARA, 
时 的 这 些 思 想 家 还 认为 数 是 作为 事物 的 实质 内 容 和 实 
现 其 变化 与 永恒 两 种 状态 的 本 原 ……. 10) 


在 同一 部 书 的 稍 后 部 分 , 亚 里 士 多 德 说 : 


再 者 ,由 于 看 到 数 的 许多 特性 属于 人 们 可 感知 的 物体 ， 
毕 达 哥 拉 斯 的 信和 鞋 便 假定 真实 的 物体 都 是 数 不 是 
独立 的 分 离 的 坑 , 而 是 组 成 那些 真实 物体 的 数 . 为 什 
A? 因为 数 的 特性 出 现在 音阶 中 ,出 现在 天 空中 ,出 现 
在 许 许多 多 其 他 物体 中 .0 


这 里 我 们 看 到 了 毕 达 红 拉 斯 学 派 所 倡导 的 一 种 原子 理论 ， 


即 原子 由 空间 中 的 点 给 成 ,而 那些 点 本 身 就 是 数 .难怪 他 们 和 许 
多 受到 他 们 影响 的 希腊 人 相信 ,对 于 数 的 研究 会 揭示 字 宙 中 的 
一 切 秘密 .这 种 以 数 为 原子 的 信念 在 我 们 看 来 似乎 过 于 大 真 , 不 
过 我 们 应 该 记 信 一 个 现代 的 假 没 :物质 出 序 子 构成 , 币 这 些 原 子 
几乎 不 占 空间 ! 当 我 们 想 抓 住 原子 的 其 余部 分 , 即 电 了 地. 质子 和 
中 子 时 ,他 们 却 又 消失 在 太 和 多 的 占 怪 对 象 之 中 ,而 后 者 似乎 破坏 
了 我 们 关于 空间 和 时 间 的 观念 . 

我 们 可 能 会 问 ,如 类 数 就 是 点 的 汇集 双 占 所 空间 的 话 BBS 
香 全 的 点 之 间 相 隔 多 远 呢 ?这 就 是 说 ,如 果 空 间 中 有 一 个 四 证 
体 ( 那 它 当 然 就 是 数 “ 四 ”) ,那么 作为 它 的 各 个 角 的 点 相隔 多 远 
Be? 毕 达 哥 拉 斯 学 号 的 答案 是 :间隔 并 这些 点 的 长 麻 应 该 呈现 
为 整数 比 的 关系 . 换 旬 话说 ,几何 数 央 示 的 不 同 边 长 所 的 关系 必 
定 可 以 看 成 是 整数 比 的 形式 .这 是 关键 之 所 在 .早期 的 毕 达 哥 拉 
斯 派 的 信徒 显然 认为 这 是 当然 的 事 .只 是 到 后 来 . 却 毕 达 哥 拉 斯 
通 世 之 后 ,这 种 观念 才 又 重新 蒙 绕 人 们 心头 ,让 人 不 得 安全 。 

在 数 演进 的 这 一 关节 点 ,人 们 将 数 与 几何 合 为 一 体 . 在 毕 达 
哥 拉 斯 信徒 的 眼中 , 数 就 像 直线 和 圆 一 样 盐 几何 的 对 象 . 事实 
上 ,由 毕 达 柯 拉 斯 的 信徒 给 出 的 数论 方面 的 证 明 都 是 几何 证 明 
而 非 代 数 证 明 . 下面 我 们 遂 过 一 些 实例 米 看 看 他 们 的 具体 做 法 . 


HERB BC IT) Pu HR 


PRET REAR UA, EE BERETS M. ILS Hole BURERS .天 
FATE EAE A RAL AS Lay, 28 3E T RAIA 
想 家 .不 过 ,我 们 最 好 还 是 退 -- 步 想 一 起 ,以 更 开明 的 观点 来 看 
待 他 们 的 成 就 .他们 确实 获得 了 大 旦 的 数学 发 现 , 其 中 包括 什么 
样 的 几何 图 形 具 有 相等 的 面积 ,这 是 比例 理论 的 基础 :还 有 太 嵌 
涉及 三 角形 、 贺 平行 线 和 球 的 定理 ;以 及 数论 方面 的 一 些 早期 
AH. 

当然 ,他 们 最 重要 的 工作 肯定 是 关于 直角 三 角形 的 那个 定 
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理 一 一 现在 我 们 称 之 为 毕 达 豆 拉 斯 定理 .这 个 定理 非常 简单 , 然 


十 i 对 后 米 的 理性 思维 的 各 酸性 跟 它 的 简单 性 椒 成 比例 .该 定 
理 涪 :直角 三 角形 两 直角 边 长 度 的 平方 和 等 于 其 斜 边 长 度 的 平 
JECULSÉS 4 TÉ 14). 

RP ACIE JA TT A A — Bi Aon sk RUE SEE RS RT] 
可 能 知道 KAEFHTHTSEB)— A EU UI, ES Pe E HH x xx RA 
ACE) A REM FEIT DA fe Oe A ZEB SE C 
出 这 条 上 规则 ,那么 这 条 规则 也 就 成 了 定理 ,也 就 是 说 ,我 们 知道 
这 条 规则 将 永远 适用 .定理 的 慨 念 起 源 于 希腊 人 .今天 许多 摘 十 
理论 的 数学 家 认为 他 们 中 已 的 了 工作 就 是 从 一 组 公理 出 发 来 推演 
各 种 定理 . 

我 们 从 过 去 的 资料 得 知 , 毕 达 竣 拉 斯 数 (二 个 长 度 , 用 它 作 
三 角形 的 三 边 恰好 枸 成 一 个 直角 三 角形 ) 旱 次 更 古老 的 社会 所 
惹 . 上 埃及 的 测量 员 { 使 用 绳子 测量 土地 者 ) 知 道 把 绳子 分 成 长 度 
A= UA E, EHR — 1 ELTE = fae CERO 3? 4+ 42 = 52), 
得 是 他 们 大 概 并 不 知 遵 这 个 普遍 的 定理 .巴比伦 人 可 能 已 经 知 
道 这 一 普遍 的 定理 ,但 大 概 没有 证 明 它 . 中 国人 也 先 于 头 腊 大 发 
现 了 这 一 定理 ,然而 当时 没有 提供 演绎 的 证 明 . 所 以 ,其 他 的 文 
明 在 知道 毕 达 表 拉 斯 定理 这 个 一 般 的 规则 时 , 却 并 不 能 证 明 这 
一 般 则 永远 成 立 . 

希腊 大 的 和 天才 正 在 于 他 们 既 知 道 一 般 规 则 又 能 证 明 它 ,从 
而 将 规则 提高 到 定理 的 地 位 .有 一 点 可 以 肯定 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
已 经 有 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 ; 还 有 人 认为 毕 达 哥 拉 斯 本 大 
已 给 出 了 了 这 种 证 明 . 我 们 将 介绍 欧 几 里 得 在 k4 原 本 》 一 书 中 提供 
的 一 个 证 明 但 不 去 叙述 证 明 的 细节 ,你 能 在 大 多 数 数学 史书 中 
找到 这 闫 细节 ,3 介绍 这 个 证 明 有 两 个 很 好 的 理由 :第 一 ,这 个 
定理 对 希腊 的 数 的 概念 的 演进 很 重要 ;第 二 ,这 个 证 明 展现 了 希 
腊 人 人 是 怎样 进行 几何 证 明 的 .图 23 展示 了 一 个 直 前 三 角形 ,以 
及 在 此 三 角形 的 每 一 边 上 夯 出 一 个 正方 形 ， 它 们 的 面积 分 别 记 
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23 tik BEBE EISE PROS uEH .面积 cz HRSG TE EE a? BEA 
XCÉE TURPIS D^ EEA T afe bz = ez. 
AA RAC. BRN AAA eR 之 和 等 于 面积 
,这 样 我 们 使 得 到 a? + 5? = c?, EEK aC. EKJL E {45 
MTL AA Ub al FP ii itt Cc FR SF OC 的 两 条 侧 边 的 直线 . 然 
后 他 和 证明 A 的 面积 等 于 6 PAW HAW, ae 等 于 C 中 
在 侧 算 形 的 库 积 .于 是 得 到 面积 4 + 8 = 面积 C. 

图 24 给 出 了 第 二 种 严密 直观 的 壕 明 . 图 24 Bg zc vi db — 
个 正方 形 , 其 内 部 和 硫 着 第 二 个 正方 形 . 第 二 个 较 小 的 正方 形 的 面 
AS PRE a, BI c2. 四 个 三 角形 部 是 边 长 为 a, b He 的 
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24 ERA APSE MEO — T f uui. 3] ] E E dx Er CB PUT 
ABIRE) -TASJE CEED U LAJE EPH e 变换 成 a? bo CE D. 


ESAT fA XE dedEd ero 二 角形 从 左边 取出 来 重新 摆 放 
到 右边 .注意 碳 地 图 形 中 纲 个 正 阴 影 部 分 的 面积 宝 际 上 就 是 a: 
Al b?, (Atk, AER JLBTIHSE B6 RU RAS Py Ed 4 OE SS BG o 
13】 的 面积 , 即 a? + 5? = &?, 
BYP EK, , 毕 达 哥 拉 期 定理 — EE TE ER 
E — FF E , TI EX EG JL fs] PA HE JUPE fe PY UEBRE T ET 
PATH. RR Au ERTS BY BE PE ec et BA Tt ee SL fot Bis 
PPR RE REE AY oh. HE tA RP BU RU fie um BE AP AY 3 5s 
是 使 科学 .特别 是 数学 研究 ,在 那些 有 财产 :的 、 PPP 
TE AL TPE. ACRE fs A ROR EL f £1 99 OB € E R ne 
441 2j 35 St Br BAe UA REDE Rp RE RS ZR Pd. ok Ph ELLE Sig foam D 
大 达到 了 他 们 在 科学 得 哲学 思想 方面 的 黄金 时 代 . 毕 还 哥 拉 斯 
学 沽 的 数学 和 哲学 思想 影响 了 后 来 的 许多 思想 家 ,特别 是 理想 
TE Be Te A 
Bü Jet ASK ASR — PGR BPE OT XEM 53 — X198 
PE. nb. XX TORRE; HUS A IT BU HE SE TB SELON 400 BL SER 
三 了 数学 几 个 世纪 的 发 展 . 
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zc oc E TE 
EGA Bh i Bre UE KB TR, JL forie (3 Y B9B BS zc EE qn 20] E dic 

之 比 . 这 给 毕 达 哥 拉 斯 的 和合 徒 们 着 出 了 麻烦 ,而且 无 意 中 发 现 了 
一 类 全 新 的 数 .请 看 一 首 图 25. 我 们 将 假设 两 条 边 a 和 都 是 
单位 长 的 .此 时 它 的 侨 边 ,或 者 说 边 rc 有 多 长 呢 ? 毕 达 哥 拉 斯 
的 门徒 说 c 边 和 a ,5 两 边 必 定 灾 用 两 个 整数 的 比 来 表示 .这 个 
比 能 是 多 少 呢 ? 我 们 可 以 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 出 这 个 数 移 符 导 
表示 ! 即 c 边 的 长 度 ). [115] 

ez + b^, 

c? 21? 4? 22, Kt 


c= 42 . 


1 


图 25 PRE AA ELO CL FEL MD SEE 
Zr WRAL fey WEB S EE , B3 d EREA a t E Be OI Hg S. 


这 个 奇怪 的 2 的 平方 根 究竟 有 多 长 呢 ? 与 其 糊 里 糊涂 地 担 
A» ,不 如 找 个 特殊 的 直角 三 角形 来 仔细 琢磨 琢 麻 这 个 长 度 .不 
过 ,这 也 是 一 个 很 普通 的 值 ,因为 它 不 就 是 边 长 为 一 的 小 方形 的 
对 角 线 吗 ! {图 26) 

上 毕 达 哥 拉 斯 肯定 相信 可 以 找到 两 个 自然 数 ,使 它们 的 比 等 
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TMA. BE AE. A RICE REO IS) a REDIERE 


SPUR A fa te. CE AB IA BP ie Bh SE Je iE BA EE OE AR! 
也 就 是 说 ,ec 的 长 度 跟 4 或 & REE Ra Z RR. Ce c Ma 
或 ec Hb 之 间 的 比 是 什么 ,反正 它 永 让 不 可 能 恰好 等 于 一 个 分 
数 , 希 腊 人 人 称 这 种 长 度 旦 ajogos, 即 “无 法 表达 的 ”, 或 称 之 汰 ar- 


1 
图 26 WEKA. KEAT ARRAK ERTAN. 


ratos, 如 “不 存在 比 的 ”. P Xx — ERA T SP E ge 
关键 特征 . 如 果 像 这 样 的 不 可 公 度 的 长 度 存在 的 话 , 还 怎么 能 说 
宇宙 万 物 都 是 依赖 于 自然 数 和 它们 的 比 的 昵 ? 这 些 长 度 显 然 不 
符合 毕 达 哥 拉 斯 学 派 定 文 数 的 方式 . 

说 这 一 发 现 引 起 了 公愤 和 还 不 足以 反映 实情 .到 底 发 生 了 什 
A? 有 许 窗 不 同 的 故事 ,当然 它们 不 一 定 都 是 真 的 .-- 些 古人 把 
这 一 发 现 归 于 梅 塔 莲 图 姆 {Metaponium}) 地 方 的 希 帕 索 斯 {Hip- 
pasus) ,他 生活 在 5 世纪 ,是 毕 达 哥 拉 斯 社团 的 成 中 .中 一 个 玲 
事 说 希 帕 索 斯 向 外 人 透露 了 存在 着 不 可 公 度 的 长 度 这 一 发 现 ， 
因而 违背 了 严守 秘密 这 一 社团 的 规则 .有些 人 曾 说 毕 达 可 拉 斯 
因 硕 帕 索 斯 背 信 和 弃 义 而 将 其 褐 死 ,但 这 个 说 法 很 值得 怀疑 ,因为 
那 时 这 位 伟大 的 导师 煞 半 已 不 在 人 世 了 . 另 一 些 故 事 说 ,这 一 发 
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EUR TAH, CF ERU RACE a SY — I RAS E, 
$B GE BERE ES BE BLA Bp. E: U5 aE 7k ES BE , df TEE D E 
WHT fb. SES LAB An ey , xx er p de BH ox — TE C HEE 
WEIR KF RE OH SEK, HEN RA ET 
JERS, ig LAY DAT 2 ad RE dh 

证 明 2 的 平方 根 是 不 可 公 度 的 其 其 实 很 容易 .由 于 这 一 发 
现 二 分 重要 ,我 们 在 这 里 给 出 由 欧 几 里 得 为 我 们 保存 下 来 的 一 
个 证 明 .我 们 先 假设 存在 两 个 数 可 得 出 我 们 的 比 .它们 分 别 记 作 
p Sg .于 是 ,了 等 于 2 这 个 值 . 我 们 当然 可 以 把 p 和 9 都 分 解 成 
素 因子 的 积 并 消去 相同 的 因子 .此 时 这 两 个 数 已 不 可 能 都 是 个 
数 ,否则 它们 就 都 含有 相同 的 因子 2. 所 以 从 -开始 我 们 就 可 以 
认为 如 果 两 数 中 有 一 -个 是 偶数 ,那么 另 -一 个 必 是 奇数 . 

我 们 已 经 假设 4 = 2 E EREHE S MAE = 2. 再 
将 等 式 两 边 都 乘 以 9? 便 得 到 p? = 292. 此 式 说 明 p? 是 另 一 个 数 
的 两 入 ,因此 p? 必 是 偶数 . 由 此 推出 p 也 必 是 偶数 ,因为 如 果 2 
是 p? 的 因子 , 则 它 也 必 是 p 的 因子 .既然 p 是 偶数 ,那么 一 
定 是 奇数 ,因为 两 者 不 能 都 是 偶数 . 

ROR p 是 偶数 ,我 们 可 以 将 它 表示 成 2r. 当 我 们 用 27 来 代 
蔡 它 时 就 得 到 (2r)2= 292. 由 此 推出 4r2 = 24°. 用 2 除 该 式 两 边 
得 到 2r?= g?. 这 告诉 我 们 g? 是 一 个 偶数 , 即 它 等 于 另 一 个 数 的 
两 倍 , 但 是 这 意味 着 9 也 必须 是 一 个 偶数 .然而 我 们 已 经 知道 9 
必 是 奇数 ,所 以 ,由 假设 中 的 p 和 9 的 存在 导出 了 矛盾 的 结论 ; 
二 者 不 能 都 是 偶数 ,二 者 又 全 是 偶数 . 因此 ,最 初 假定 的 p 和。 
是 不 存在 的 ,所 以 ,没有 两 个 自然 数 的 比 是 2 的 平方 根 . 

这 种 先 假 设 跟 需要 证 明 的 结论 相反 的 结论 成 立 , 然 后 说 明 
它 会 导致 逻辑 上 的 也 盾 的 方法 , 屁 希 腊 人 经常 使 用 的 方法 ,尽管 
他 们 不 是 最 先 使 用 这 一 -方法 的 人 .他 们 称 这 方法 为 “ 友 证 法 ” 
(reduction ad absurdum, BU PRIA PEE). 
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AR (er BERR TC OE S e cR SPOT TEE UK bk, 63 A FEE SC T REL RE 
ag tt CI BEO ROSE VR RE RU OCA d PURI PEE ACE o oC 
前 400 年 左右 ,在 柏拉图 指导 下 从 事 研 究 的 泰 特 托 斯 CTheaete- 
tus, Hif 420 年 ? 至 前 369 年 ) 给 出 了 - -个 一 般 性 的 证 明 ,说 明 本 
身 不 是 像 4 或 8 堵 样 的 完全 平方 数 的 任何 自然 数 , 其 平方 根 属 
对 于 ] RoBSDBEBS.DBgE,—9)83,/5,/6,./7 25 RR 
对 于 aAA ER. E aAa TRAT sEGK pA EE 
BR EF AS A ES Zn [RTÉRI Je 3 LIA DDR FS DL FE sy BEL 
之 上 .这 一 思想 成 为 毕 达 哥 技 斯 的 全 部 宇宙 观 的 基 右 . 当 证 明了 
MALFER JLA EHE ,它们 的 比 并 非 整数 之 比 ,这 对 毕 达 哥 拉 
斯 的 宇宙 观 和 物理 学 是 致命 的 -一 击 . 不 过 .这 也 把 希腊 人 推 到 了 

118] 发 现 一 类 新 数 的 边缘 ,这 类 数 即 我 们 更 在 所 说 的 无 理 数 .位 足 他 
们 对 这 一 发 更 所 草 肖 的 绪论 感到 极度 恕 慌 以 至 于 只 好 向 后 退 
却 . 几 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 人 讲 到 数 与 几何 其 的 统 -的 内 容 , 都 
但 到 后 来 的 镭 腊 人 人 的 拒绝 .因此 ,人 们 不 再 把 数 与 长 度 结合 在 -- 
起 考虑 .这 不 地 导致 了 研究 点 和 线 ( 具 延展 性 的 对 象 ) 的 几何 学 
与 探讨 数 的 性 质 的 代数 学 之 间 的 分 型. 这 种 分 裂 持 续 了 两 于 年 ， 
HFJ A EFRR (René Descartes ) 最 终 将 它们 合 二 而 一 成 为 解 
本 几何 .在 毕 达 哥 拉 斯 学 沽 的 阿尔 项 塔 斯 (Archras) 定 义 数 学 的 
各 个 领域 时 ,这 释 分 裂 一 目 了 然 :数学 是 音乐 .几何 .天 文学 和 数 
论 -代数 在 哪儿 昵 ? 它 实际 上 被 乱 视 了 .这 四 个 领域 被 阿尔 希 塔 
斯 定义 为 四 大 学 科 , 这 一 说 法 又 恰 亚 里 士 多 德 所 采纳 ,它们 一 直 
作为 数学 学 科 的 课程 被 教授 着 , 直到 文艺 复兴 时 代 . 

亚历山大 时 期 

我 们 不 能 认 次 大 多 数 希 腹 数 学 家 都 足 在 公元 前 600 年 至 前 

300 年 这 一 古典 时 期 成 长 起 来 的 .尽管 这 一 时 期 的 研究 十 作 确 


定 了 希腊 人 思考 数 的 方式 ,但 并 没有 产生 希腊 几何 学 的 主体 . 几 
休学 的 重大 发 展 出 现在 第 二 阶段 , 即 亚 历 山 大 时 期 . 
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EDUKA FAGAT 323 AFA TH, Aa fl ae Ee ER 
T 409 EB. - - 82 4 HER a ( Piolemy HTDEESE SEE Y 3E UE 
干 年 前 . 正 是 亚历山大 本 人 在 尼罗河 三 衣 洲 建立 了 亚历山大 新 
城 . 托 勒 密 则 开始 在 绀 秦山 大 建立 图 书馆 和 学 校 ,邀请 世界 上 最 
伟大 的 数学 家 之 一 欣 几 里 得 在 此 授课 .大 批 杰出 的 数学 家 进 随 
欧 几 里 得 来 到 亚历山大 ,他 们 为 几何 学 增添 了 许多 定理 ,其 中 的 
大 重 成 果 写 进 了 欧 见 星 得 伟大 的 几何 著作 《几何 原本 》 之 中 . 即 
便 在 被 太 大 忽视 的 代数 领域 , 晚 些 时 候 妈 公元 3 i£] E E 
图 也 做 上 出 了 页 献 .他 出 版 了 著名 的 算术》 一 书 . 换 岂 里 得 , 阿 基 
米 德 . 阿 波 罗 尼 奥 斯 tApollonius) 和 天 番 图 在 几何 与 代数 两 方面 
为 希腊 做 出 了 重要 贡献 .然而 ,这 些 进 展 并 没有 扩 谨 到 数论 方 
三 ,要 了 解 后 者 的 发 展 .我 们 必须 转向 东方 和 印度 ， 

我 们 该 怎样 总 结 希 猎人 在 认识 和 使 用 数 方面 的 贡献 呢 7 毫 
A; SEfE] ,泰勒 斯 . 毕 达 哥 拉 斯 以 及 毕 运 哥 拉 斯 学 派 的 工作 并 不 能 
代表 让 请 多 彩 的 希腊 演绎 数学 .不 过 演绎 数学 的 音符 已 经 在 古 
典 时 期 奏 响 .最 令 估 感 懂 的 则 是 已 被 开启 的 无 理 数 之 门 勾 被 古 
AXE. 

最 后 ,我 们 应 该 承认 希腊 人 的 贡献 ,包括 对 于 数 和 上 几何 图 形 
STH St ,在 建立 定理 过 程 中 返 用 演绎 证 明 方 法 ,以 及 在 几何 方面 
的 许多 伟大 发 现 . 为 公正 起 见 ,我 们 也 应 指出 他 们 的 不 足 之 处 . 
他 们 认为 通过 演绎 法 可 以 歼 得 一 切 真 理 ,包括 要 凭 经 验 才 能 获 
得 的 真理 .他 们 没有 把 分 数 当 作 真正 的 数 , 而 且 还 把 代数 (或 者 
说 数 的 符号 运算 ) 跟 几何 割 型 开 来 . 
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本 章 将 考察 有 长 迷 四 干 多 年 内 中 的 几 个 论题 .正如 我 们 已 
经 看 到 的 ,古典 时 期 将 近 终 结 时 , 数 的 概念 在 希腊 已 停止 不 前 ， 
在 对 待 分 数 的 问题 上 实际 是 倒退 了 .为 了 摊 救 落 入 困境 中 的 数 ， 
我 们 得 去 探寻 一 下 零 .负数 以 及 印度 - 阿拉 伯 数 系 的 发 展 踪迹 . 
它们 对 于 现代 数论 的 成 长 是 功 不 可 没 的 ， 


数 的 直线 {简称 数 线 】 


在 开始 正式 探索 前 ,我 们 要 肩 开 本 题 , 先 介绍 一 个 有 助 于 理 
解 我 们 将 遇 到 的 各 种 类 型 的 数 的 概念 .前 面 我 们 提 到 毕 达 哥 拉 
斯 学 派 适 图 把 数 直接 与 几何 图 形 联 系 在 一 起 ,最 后 友和 失败 了 .更 
在 我 们 来 做 同样 的 努力 ;在 一 条 直线 上 为 每 个 数 指定 一 个 位 置 . 
你 可 能 会 提出 疑问 ,“ 那 不 正 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 上 所 做 的 码 ? 难道 
还 没 看 见 他 们 得 到 的 后 果 吗 1" 你 可 能 是 对 的 ,但 我 们 不 会 把 数 
与 几何 点 混淆 在 一 起 ,我们 知道 它们 是 不 加 的 .然而 ,把 数 与 点 
联系 起 来 .我 们 可 以 更 好 地 说 明 各 种 不 辣 种 类 的 数 以 及 它们 之 
HAEHAE. 
我 们 将 从 零 和 自然 数 开始 .让 我 们 取 一 -条 像 图 27{a) 中 那 
AE A) 3538 LER | ER fl TvT CA 88 (8 ke A E £g e 18] P8 1-27 T] JG ER E fl 
21] 的 ,所 以 我 们 能 见 到 的 只 是 直线 的 一 部 分 .现在 我 们 选择 一 个 点 
并 把 数 " 零 "指派 给 这 个 点 ,正如 图 27(a} 所 示 的 那样 . 
在 继续 往 下 做 之 前 ,让 我 人 再 统一 一 下 思想 , 弄 清 楚 直 线 和 
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点 的 准确 含义 .你 在 图 27ta) 中 看 到 的 那 条 物质 的 线 并 不 是 我 


们 要 讨论 的 线 . 我 们 所 谈论 的 是 存在 于 我 们 头脑 中 的 想像 的 线 ， 
图 27ta) 中 的 线 只 是 用 来 帮助 我 们 把 想像 中 的 线 加 以 形象 化 . 
这 条 物质 的 线 有 宽度 (否则 我 们 看 不 见 它 ) ,但 存在 于 想像 中 的 
线 是 没有 宽度 的 .还 有 ,我 们 想像 中 的 线 可 以 充 止 境地 延伸 ( 尽 
管 我 们 的 肉眼 看 不 到 它 的 这 种 延伸 ) ,而 物质 上 的 线 则 局 限于 书 
页 十, 对 于 图 27{a) 中 的 小 磋 点 也 一 样 , 它 用 来 表示 点 .我 们 想 
像 中 的 点 既 没 有 宽度 也 没有 长 度 .它们 仪 仪 代 表 直 线 上 的 一 个 
位 置 .我 们 利用 图 27(4}) 中 的 物质 的 点 ,只 是 传达 一 种 含义 以 玫 
助 我 们 形象 地 看 到 一 种 场面 .再 说 一 遍 , 抽 象 的 线 是 没有 宽度 
的 ,抽象 的 点 既 无 宽度 也 无 长 度 . 它 们 只 是 表示 一 种 位 置 . 


{a} 


(c) a 
Hl27 建立 数 的 直线 . 


好 ,现在 我 们 来 建立 数 的 直线 的 概念 .注意 ,我 们 已 全 占线 

上 上 确定 了 零 的 位 置 ,接着 我 们 向 右 移动 一 些 距离 并 指定 一 个 表 

ARE p 的 点 [图 2709) ] .我们 到 底 向 右 称 动 多 远 ,这 对 建立 数 的 

直线 无 关 紧 要 ,不 过 为 了 能 表示 出 更 多 的 数 ,我 们 仅 移 动 了 大 约 

半 英 寸 .于 一 步 , 我 们 再 向 右 移 动 同样 的 距离 ,并 确定 代表 2 的 
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A. PHERI efl Tob ÉpEX ce TREMA 0 到 8 这 几 个 数 
的 点 .我们 可 以 想像 所 有 的 自然 数 都 被 指派 到 不 同 的 点 上 了 ,每 
个 点 都 比 前 一 个 点 向 右 移 一 个 单位 距离 . 

我 们 已 经 为 每 一 个 自然 数 和 零 都 指定 了 一 个 点 与 之 对 应 . 
但 是 我 们 知道 巴比伦 信和 埃及 人 人 把 分 数 也 包括 在 数 的 范围 之 
内 ,所 以 我 们 也 要 把 点 指派 给 分 数 .在 图 27(c) 中 ,我 们 把 图 27 
tb) 中 数 的 直线 放大 ,此 时 只 看 到 直线 上 的 0,1 和 2. 在 0 和 1 之 
间 我 们 可 以 为 分 数 二 分 之 一 和 四 分 之 一 确定 其 位 置 .办 法 是 当 
向 0 右 方 移动 到 1 的 一 半 上 是 离 时 ,把 该 点 指派 给 二 分 之 一 ,而 把 
移动 到 四 分 之 一 处 的 那 点 指 儿 给 分 数 四 分 之 一 .这 是 我 们 为 所 
Ai oP BE CBT E: RREME H AA A He ,把 
所 到 达 的 点 指派 给 适当 的 分 数 . 对 于 每 一 个 和 白 然 数 , 都 存在 一 个 
与 之 对 应 的 单 分 数 , 你 立刻 可 以 看 到 埃及 人 的 所 有 单 分 数 都 落 
在 数 的 直线 上 表示 二 分 之 一 和 零 的 两 个 点 之 间 ., 当然 ,埃及 人 能 
用 单 分 数 的 和 来 表示 其 他 分 数 ; 除 三 分 之 二 外 ,他 们 总 是 只 使 用 
单 分 数 .他 们 用 一 种 特殊 的 符 导 表示 一 分 之 二 ,可 能 是 因为 它 经 
常 出 现 . 

当 数 的 直线 无 限 向 右 延 伸 以 表示 所 有 的 自然 数 时 ,无穷 个 
单 分 数 却 部 呆 在 了 零 与 二 分 之 一 间 的 位 置 上 AIR eis 
的 点 挤 在 一 个 狭小 的 空间 里 .但 是 请 记 住 ,我们 指派 给 分 数 的 那 
些 点 是 没有 宽度 的 ,所 以 这 儿 有 足 台 的 空间 来 容纳 所 有 这 样 的 

我 们 可 以 在 数 线 (注意 , 数 线 是 数 的 直线 的 简称 ) 上 确定 出 所 
有 的 真 分 数 ( 指 分 母 不 为 1 的 分 数 ) 的 位 置 .例如 ,要 确定 二 分 之 
三 的 位 置 , 我 们 只 需 把 零 和 一 之 间 的 距离 分 成 两 等 分 ,然后 从 直 
出 发 向 右 移动 等 分 后 所 得 长 度 三 倍 的 距离 . 二 个 二 分 之 一 的 长 度 
正好 使 我 们 到 过 图 27(e) 中 位 于 一 和 二 正中 间 的 位 置 . 用 这 种 办 
潜 可 以 为 所 有 的 真 分 数 确定 在 这 条 直线 上 的 位 置 ,于 是 零 右 侧 的 
整 条 线 上 密密麻麻 地 挤 满 了 分 数 .事实 上 ,这 些 分 数 将 分 布 在 堆 
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的 右 方 我们 所 能 想像 的 任何 一 个 地 方 , 也 就 是 说 ,不 管 多 么 短 的 
线段 内 都 会 有 分 数 .我 们 可 以 想像 于 里 拿 着 一 面 威 力 无 限 的 放大 
镜 , 用 辫 来 如 察 这 条 直线 . 当 我 们 用 它 放 大 直线 上 的 一 般 时 ,就 会 
BE RIA MERE FWA TS oP Re. FR EE I ERK 
大 ,我 们 总 是 能 看 到 越 来 越 多 的 分 数 .简直 不 存在 任何 一 小 段 线 
上 没有 分 数 的 .所 以 说 这 种 数 是 筒 密 的 ,这 -一 忠 想 极 重 要 ,后 来 得 
到 了 侈 分 的 发 展 , 并 已 证 明 对 未 来 的 数学 十 分 有 用 . 

RAUTEE RAPER? 我 们 能 给 它们 指派 数 吗 ? 
能 ,因为 那里 正 是 我 们 安置 负数 的 地 姜 ， 


印度 的 数 


印度 次 大陆 芽 的 早期 数学 产生 的 年 代 与 重 太 事件 ,几乎 无 
迹 可 寻 . 不 过 ,我 们 确实 知道 有 一 种 传 夫 的 土生 土 长 的 右 代 文明 
在 这 块 土地 上 萌芽 并 创造 了 文字 和 各 数 的 艺术 .最 古老 的 证 据 来 
白 位 于 今天 书 基 斯 井 的 印度 河流 域 的 考古 遗址 ( 摩 享 朱 达 罗 ) 地 
这 .1 这 一 文明 可 追 潮 到 公元 前 黄 千 并 百年 左右 ,大 约 由 当 于 埃 
及 建造 金字 塔 的 时 期 . 摩 享 朱 达 罗 的 居民 发 明了 文字 和 十 进 制 
A8 28 .遗憾 的 是 无 从 知道 他 们 的 数学 的 其 他 情况 . 

大 约 在 公元 前 1500 年 左右 ,说 印 欧 语系 语言 的 人 群 ( 雅 利 
RA) ART ERS, 入侵 了 印度 ,并 建立 了 以 社会 等 级 制度 为 
基础 的 印度 国 ,其 中 名 罗 门人 为 最 高 等 级 的 国民 .印度 的 效 罗 门 
人 使 用 禁 文 书写 ,全 部 知识 只 在 有 特权 的 阶层 内 部 流传 .这 种 神 
神秘 秘 的 学 问 之 道 压 搞 了 数学 思想 的 记载 和 传播 . 直到 佛陀 氏 
(Buddha, 公元 前 560 年 至 前 483 年 一 一 毕 达 于 拉 斯 生活 的 时 
代 门 登场 ,婆罗 门人 的 这 种 独占 权 才 受到 了 新 宗教 一 一 佛教 的 
挑战 ,此 时 文学 也 开始 繁荣 起 来 .可 惜 ,那个 时 代 的 数学 作品 已 
歼 失 .我 们 能 看 到 的 第 一 部 印度 数学 著作 是 在 公元 5 世纪 问世 
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APD SCR TERR VRI], 某 些 数 学 内 容 在 上 个 千年 期 
124] JRA T. 
人 在 公元 新 800 年 到 公 7G 200 年 ,有 -一些 宗教 性 质 的 印度 著 
和 作证 尼 , 它 们 统称 为 绳 法 痊 (Sulvasatras) . FARE ri sf | A se 
了 每 个 家 庭 的 家 长 该 如 人 + 去 建筑 他 的 家 庭 如 坛 .最 普通 的 形 
TREERE UE APE IT. hal, AE RY SR KA A 
定好 的 相同 的 天 小 .这 引发 了 包括 等 面积 问题 在 内 的 原始 几何 
学 的 发 展 . 例 如 ,我 们 发 现 了 一 个 早 在 公元 前 4 或 5 世纪 写 下 的 
这 的 近似 值 ,但 没有 任何 线索 说 明 其 作者 是 否 知 道 这 仅 是 个 近 
伺 秆 .在 弘法 经 中 也 发 现 了 跟 毕 达 如 拉 斯 数 有 关 的 资料 :譬如 
三 .四 ,五 这 样 的 数 纪 ,遗憾 的 是 ,我 们 对 这 一 时 期 的 情况 就 知道 
这 么 一 些 . 
公元 200 年 , 纺 法 经 时 期 即 告 结 束 . Ru Rese 
(Siddhàntas PERTH] .在 这 一 时 期 出 现 了 印度 的 第 一 部 著名 的 天 
文学 著作 4 太阳 系 》(Surya Siddhanta) .由 此 开始 的 大 量 工作 都 是 
为 解决 天 文学 问题 而 做 的 ;这 时 ,许多 重要 的 数学 家 被 指派 担任 
宫廷 天 文 师 .第 一 位 知名 的 印度 数学 家 阿 耶 波多 (ryabhata) 生 
于 公元 476 年 ,他 的 作品 为 印度 的 十 进位 值 制 数 系 提供 了 最 早 


的 证 据 . 他 还 使 用 三 角 学 进行 球面 测量 .他 估算 的 x 值 为 名 832 


或 3.1416, 这 也 是 很 重要 的 成 果 . 下 一 位 有 责 献 的 学 者 是 天 文 
学 家 瓦 拉 哈 米 希拉 (Varahamihira , Z8 E VETE "BE B", Æ F 505 
年 ) ,他 的 作品 涉及 为 确定 行星 位 置 所 必须 的 计算 .他 也 讲 到 地 
球 是 一 个 球体 ;不 过 ,这 已 是 希腊 人 得 到 同一 发 现 几 百年 之 后 的 
Sy. 

AJ 7 Tea, EDBE X HH BT — (ros d IO COE Be BEA E 


T “ 悉 檀 多 "是 音译 , 原 是 佛教 中 “因明 "的 术 滞 ,因明 "相当 于 现代 
BTE RPE RHA VUE SETS]. Siddhantas 的 大 意 是 “论题 " ,一 一 译注 
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{Brahmagupta , 29 628 年 ), 他 在 下 述 领 域 均 做 出 了 贡献 ;数列 或 
级 数 ,利率 ,几何 面积 与 体积 的 度 其 ,以 及 用 于 天 文 计算 的 代 
数 .3 不 过 ,他 对 零 和 货 炊 的 研究 特别 重要 :他 写 出 了 用 负数 和 
淮 进 行 计算 的 侈 部 规则 .历史 书 经 常 扰 略 或 曲解 婆罗 摩 答 多 在 
负数 方面 的 贡献 .在 他 之 前 ,有 的 数 党 家 可 能 已 想当然 地 认为 负 
数 存 在 ,甚至 找 出 了 一 些 相应 的 运算 规则 ,但 是 ,我 们 还 是 应 该 
把 荣誉 归于 婆 办 摩 租 多 .包括 毕 达 凡 拉 斯 在 内 的 早期 数学 家 ,由 
于 不 接受 分 数 和 负数 而 损害 了 数 的 概念 ;而 印度 人 自 娑 罗 摩 往 
多 开始 , 因 接 受 了 这 两 类 数 面 避 免 了 这 种 损害 . 坦 憾 的 是 ,欧洲 
人 要 花费 几 个 拱 纪 的 有 时间 才 最 终 接受 了 负数 . 

马 哈 维 拉 (Mahavira, 亦 可 译作 “大 雄 ", 约 850 年 ) 也 接受 了 
负数 和 零 ,而 且 重 新 陈述 了 它们 的 使 用 规则 .最 后 一 位 伟 天 的 印 
ERCE oe 3S (Bhaskara, 1114-1185) X £617 STAY B& BA, 48 
负 景 当 作 债务 或 损失 ,把 正 数 当 作 财 产 . 这 就 为 负数 增添 了 一 -项 
在 今天 媳 来 仍然 有 效 的 用 途 .事实 上 ,很 可 能 正 是 印度 数学 家 把 
负数 看 成 是 债务 的 想法 ,促成 了 全数 最 终 被 人 们 普遍 接受 .对 照 
一 下 我 们 自己 的 情形 ,如 果 能 证 实 一 -个 数学 概念 有 用 ,我 们 就 会 
准备 去 接受 它 . 婆 什 迦 罗 甚 至 把 负数 当 作 方程 的 根 或 解 .尽管 当 
时 的 印度 还 没有 普遍 接受 负数 ,但 随 着 时 间 的 推移 ,接受 它 的 人 
BERST. 

跟 零 与 负数 的 使 用 紧密 相关 的 ,是 印度 的 数学 由 不 使 用 符 
号 的 修 酬 代数 发 展 到 了 一 种 几乎 完全 使 用 符号 的 代数 , 它 所 达 
到 的 符号 化 水 平 超 过 了 和 希腊 最 好 的 代数 学 家 于 番 图 . 

印度 人 人 接受 零 的 历程 跟 他 们 使 用 负数 的 进程 是 平行 的 .但 
某 些 权威 人 七 ?认为 ,印度 人 实际 上 是 从 希腊 入 那里 学 习 零 的 
概念 的 .公元 2 Hee aK Ot. Ae ROE RE WL FEB 
(Ptolemy of Alexandriay 写 了 一 部 十 三 卷 本 的 著作 ,内 容 涉及 后 
来 成 为 现代 三 角 学 基础 的 知识 . 托 勒 密 在 他 的 世 中 使 用 *o" 来 化 
表 缺 失 的 值 .他 可 能 是 借用 了 和 希腊 语 单词 ouden ( 意思 是 “无 ”) 


一 12 一 


1125] 


[126] 


AOS — T ^F BE. Bub] Hh T ED BE ACKUTI T HERE Ao REF S 
这 一 说 法 ,从 而 引发 了 印度 数学 足 否 受 外 部 影响 的 问题 . 


外 部 影响 


外 上 度 人 到 底 在 多 大 程度 上 受 外 族人 ,特别 是 希腊 人 的 影响 ? 
到 虎 有 驳 少 成 果 是 土生 十 长 的 ? 对 于 这 一 问题 ,不 同 的 学 者 持 
有 各 种 各 样 的 见解 .例如 ,我 们 从 维 多 刊 亚太 学 {位 于 加 拿 太 不 
列 匡 哥伦比亚 省 ) 的 名 誉 退休 教授 约翰 : 表 克 利 什 (John 
McLeish ) AR HU (8-50 , “没有 征 据说 明 希 腊 人 对 印度 数学 有 任何 影 
响 .””? 男 一 方 而 ,我 们 又 知道 纽约 大 学 库 天 数学 科 党 研究 所 的 
BERR RRE RR EEE Moris Kline) 的 观点 : 


印度 数学 发 展 的 第 二 时 期 {高 潮 时 期 ), knar 
200 年 到 1200 年 .在 这 一 时 期 的 第 一 阶段 ,亚历山大 
的 文明 青 定 有 影响 了 印度 人 ,.………. EP BEA 485 JUST X EE d OG 


确实 .印度 人 应 谅 知道 希腊 的 存在 ,因为 亚历山大 大 帝 曾 征 
服 了 波斯 帝国 ,并 于 公元 前 327 年 至 前 325 年 间 在 印度 河谷 地 
区 征战 .因此 ,希腊 学 者 与 印度 学 者 应 该 有 机 会 交流 思想 .我 们 
还 需要 考虑 来 自 包 比 伦 和 中 国 的 影响 .尽管 很 可 能 有 这 样 那样 
的 影响 , 便 并 不 能 因此 贬低 印度 人 的 贡献 .关于 零 .现在 设 有 直 
接 的 证 据说 有 明 它 源 于 托 勒 密 学 派 .回忆 一 下 马 雅 人 在 不 受 外 懂 
任何 影响 的 情况 下 创造 了 跟 印 度 的 零 同样 的 零 ,这 是 不 无 教 益 
的 .这 些 事实 使 人 联想 到 ,把 零 表 示 成 “o" 或 一 个 小 圆 图 ,可 能 是 
信 脑 用 符号 表示 “无 "的 最 自然 的 方法 . 


印度 一 阿拉 信和 数 系 
印度 人 最 伟大 的 贡献 其 实 并 不 是 他 们 使 用 了 零 和 负数 ,而 
一 722 一 


是 创立 了 "y ExESIBAGUN AAAA PT —— cm 
已 在 全 世界 推广 使 用 .这 一 数 系 包含 四 个 要 素 : 以 十 为 基底 , 具 
有 代表 数 一 至 数 九 的 特殊 符号 ,位 值 制 表示 法 和 零 .这 些 要 素 中 
的 每 一 项 单独 拿 出 来 都 不 能 说 是 印度 特有 的 ,因为 我 们 在 其 他 
的 文明 中 看 到 过 其 中 的 一 项 或 几 项 (不 是 全 部 四 项 ). 马 雅 人 有 
位 值 制 去 示 法 和 零 两 项 . 希 蕴 人 有 以 十 为 基底 的 怀 系 各 表示 一 
到 九 的 特殊 符号 ( 见 诸 于 爱 奥 尼 亚 数 系 中 ) ,但 没有 位 值 制 和 零 . 
所 有 这 些 归 素 的 结合 赋予 了 印度 数 系 以 独 有 的 高 品质 . 
早 在 公元 前 3 供 纪 ,表示 一 到 九 的 一 套 独 特 符号 就 已 叫 现 
在 一 些 石刻 锯 文中 .这 就 是 所 谓 的 小 罗 米 (Brabmi) 数 码 , 它 们 
尚未 演化 成 我 们 今天 使 用 的 符号 ,而 内 蕊 不 包含 零 ( 图 28) .最 
初 使 用 疲 罗 米 数码 只 是 做 加 法 ,很 像 希 腊 和 埃及 数码 的 用 法 ,而 
且 也 没有 位 秆 的 概念 .大 约 在 公元 600 4E , UE PORK EUIS TT RE RB 
位 值 制 来 计算 .这 一 时 期 或 稍 上 晚 一 些 时 候 , 零 也 加 入 进来 从 而 形 


印度 的 西 阿 控 怕 E Ez] 

EPER 的 古 柏 数码 数码 
1 一 i j 
2 一 z t 
3 三 a r” 
4 Y * r 
5 r ç o 
6 e 6 1 
7 ? 7 v 
8 $ & ^ 
9 ? 9 q 
0 * 


图 28 RARE — Br pr (RSA HIE ER. IPIS EE ED THE B E P OK 
PICAJGAI 3 世纪 ), 中 栏 和 右 栏 是 两 种 阿拉 怕 数 码 { 公 元 第 9 世纪 ). 
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成 了 一 个 完整 的 体系 .该 体系 的 一 个 稍 加 改变 的 版 本 被 阿拉 伯 


A MAHE PHACA. 

中 度 人 人 的 主要 贡献 有 两 需 :一 是 采用 了 负数 和 零 , 二 是 把 四 
个 并 相 分 离 的 去 索 结合 在 一 起 从 而 形成 了 我 们 现代 的 数 系 . 尽 
等 西方 数学 家 在 接受 这 上 两 项 成 果 时 都 显得 些 履 缓慢 ,但 这 第 二 
贰 真 献 的 影响 确实 巨 太 .印度 人 把 负数 视 为 债务 从 而 使 负数 与 
日 党 生活 结 台 成 - 体 , 同 样 具 有 重 太 意义. 

1300 年 以 后 ,印度 再 没有 产生 任何 伟大 的 数学 家 .直到 20 
Hc RTI EAT SC eB fiz A, n] ULL JE BC B - ir SC Srinivasa 
Ramanujan,1887— 1920) By Ree KT. 


数 系 传 向 欧洲 


现代 数 系 蔬 称 为 印度 一 阿拉 伯 数 系 , 是 因为 印 麻 人 创立 了 
它 而 唱 拉 伯 人 把 它 传承 下 来 并 将 其 传 入 欧洲 .阿拉 人 人 的 作用 
直 抄 未 下 印度 手稿 并 为 其 他 人 保存 了 它们 . 

67 fti, AS ERSR(The Prophet Muhammad) £i — 
FE fer (Uy E 58 E RET BEBO AS RUBRI ALA. EET — d fg BRI 
TH AFT T 一 个 队 印 度 到 北非 并 包括 了 西班牙 的 帝国 .这 个 
庞大 的 帝 司 分 成 以 西班牙 的 科 尔 儿 瓦 为 首都 的 西部 王国 ,以 及 
于 766 年 由 哈里 发 曼 苏 尔 CCaiiph Al Mansur) B ir BU kot E 
略 达 的 东部 王国 . 岂 这 位 哈里 发 不 论 其 种 族 和 宗教 信仰 ,向 一 切 
学 者 开放 巴格达 的 大 门 ,使 巴格达 成 为 一 个 巨大 的 学 术 中 心 和 
知识 的 宗 库 一 一 特别 是 收集 了 希腊 的 和 印度 的 著作 ， 

有 几 位 阿拉 伯 数 学 家 翻译 了 涉及 印度 数码 的 印度 人 的 手稿 . 称 
TE E -p Ehe TA Mohammad ibn Musa. al-Khowarizmi ) 
就 十 其 中 的 - -位 ,他 于 830 年 号 了 -一 本 关于 印度 算术 的 著作 .阿拉 
位 人 把 印度 的 数 变 化 或 了 两 套数 码 , 一 套 是 所 谓 的 吉 柏 (Gobar 或 
Gubar) .或 称 为 西 阿 拉 怕 数码 , 另 一 套 是 东 疝 拉 伯 数码 (图 28). 

希腊 和 罗马 帝国 衰落 之 后 ,欧洲 的 学 术 研 究 的 火花 只 是 星 
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星 点 点 ,不 成 气候 .从 四 世纪 林 到 文艺 复兴 ,数学 方面 没有 什么 
和 章 大 的 进步 .欧洲 人 -~ 直 使 用 的 希腊 的 爱 奥 尼 亚 数码 到 了 10 世 
纪 时 被 轩 马 数码 所 取代 .商人 们 使 用 算盘 和 算 板 进行 计算 . 慢 乾 
”地 ,这 座 读 少 知识 内 滔 的 大 厦 开 始 出 现 裂 颖 .六 了 把 印 庚 一 阿 控 
伯 数 系 引 入 了 欧洲 ,教皇 西 尔 维 斯 特 二 世 ({Pope Sylvester Il ) 在 公 
元 10 世纪 作 了 第 一 次 党 试 ,但 以 失败 告终 . 

来 用 新 的 数码 不 乏 好 的 理由 ,但 也 有 强大 的 势力 要 求 保持 
上 归 有 的 罗马 数 系 .印度 一 阿拉 伯 和 数码 的 主要 优点 就 是 它们 能 方 
便 地 用 来 完成 实际 的 计算 . 也 就 是 说 .无 须 用 算盘 和 算 板 ,书记 
员 可 以 写 下 要 算 的 煞 .然后 就 -一 个 个 数码 做 运算 ,就 像 我 们 今天 
的 办 法 一 - 样 进行 数 的 相 吉 .由 减 或 相 汇 .在 旧 有 的 体系 中 ,书记 
负 要 拨弄 算盘 或 算 板 上 的 小 珠子 . 算 完 后 只 能 把 答案 写 在 纸 或 
用 于 记录 的 皮革 ( 亦 称 皮 纸 ) 上 .如 果 只 是 为 了 记录 那些 数 , 用 轩 
马 数 码 是 很 合适 的 . 

在 纸 上 写 下 解决 问题 的 步骤 比 使 用 算盘 的 好 处 在 于 . 非 解 
题 彰 即使 在 很 长 时 间 后 也 能 船 看 到 答案 是 怎 伴 得 出 来 的 .因此 ， 
使 用 新 的 数码 能 让 审 i 让 者 核验 计算 ESE BE AOA, BEEF 
ERE SFA. SR EE BUS TE BU - Kk s ELTE 
SR BEE , nri 24 SE OS A TK BBE BS PELIS Zo | BA Fe 8 RR t 
JBC Re FA Be x po BA Ee TE BR, , th ecto 
洲 人 没有 大 量 合 宜 的 纸张 以 供 草稿 式 的 书写 .书记 员 广 泛 使 用 
算盘 或 算 板 , 以 便 节 省 纸张 和 皮 继 ,将 它们 用 于 计算 中 最 重要 前 
部 分 , 即 写 下 答案 . 当 我 们 得 知 欧洲 的 第 一 座 造纸 厂 要 到 1154 
年 才 在 西班牙 建成 ,而 叫 格 达 早 在 794 年 就 有 了 造纸 厂 , 纸 在 数 
学 发 展 中 的 重要 性 就 不 言 面 喻 了 . 

下 一 个 试图 在 中 世纪 的 黑暗 时 代 呈 将 印度 一 阿拉 伯 数 字 引 

欧洲 历史 上 的 黑 梧 时 期 , 自 5 世 纪 至 12 bz LAE BD Ops HE E 
T-C476 E) 38: 10 世纪末. 一 一 译注 
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AKKUS BH: 7S Ha PARE C. EC BE EAT SE FS A & ( Leonardo of Pisa, 
VA SEIS S2 CFibnaeci 4477 H8] 44 EF E. £51 1180—1250 年 ) .2 在 
1202 F 3E FAR ET; T-BAR DR A KH ASE 
AR PI Liher Abac .全 的 这 部 书 作为 有 关 计 算 的 原始 资料 集 沿 
用 了 几 个 地 纪 .对 使 用 新 数码 的 第 二 次 排 动 米 自 蕊 黎 姑 学 的 教 
Miega ABH - fe - BY vy, 27 (H rf (Johannes de Sacrobosen ) . 他 于 
1240 *F F} F ABA FEN PE 8D BE — B3] AY HH, 
被 广泛 延 用 了 好 几 个 村 纪 . 

然而 ,这 些 努 力 并 没 能 说 服 所 有 的 人 都 接受 这 种 新 符 导 . 那 
些 偏爱 算盘 的 人 们 顽固 地 抓 仁 老 方法 和 旧 数 码 不 放 . 他们 被 称 
VES. SEE Cabacists) ,而 那些 希望 引入 印度 数码 的 人 被 称 为 算法 
家 (algorithmicists} .2 在 算盘 迷 与 算法 家 之 问 的 争斗 持续 了 几 
再 年 ,一 真 斗 到 16 世纪 ,此 时 文艺 复 内 运动 BOR EF 
13 世纪 的 意大利) BS L4 E RE AG ERT LAS BL D RR: 
PEHEN Rechenbacher) ,成 了 标准 教 本 ,被 广泛 采用 ,终于 使 算 
慨 和 算盘 败 在 了 笔 和 纸 的 手下 . 当然 .此 时 欧洲 人 能 生产 大 量 的 
纸张 ,供不应求 已 不 是 什么 天 问题 了 . 

为 什么 欧洲 会 长 时 间 地 折 钨 印度 一 阿拉 伯 数 系 ,这 并 不 能 
完全 用 它 传 入 欧洲 的 最 初 几 个 世纪 里 缺乏 纸 张 来 解释 . 真 的 ,本 
接受 有 如 此 明显 优点 的 数 系 ,确实 令 人 困惑 . 算 板 和 算盘 都 以 位 
值 制 的 梳 念 为 基础 ,而且 以 十 为 基底 的 数 系 也 已 在 欧洲 流行 BE 
至 欧 洲 人 口语 中 说 的 数 都 采用 位 值 制 .例如 ,我 们 用 英语 说 “二 
FFU ARAL. RN PRAT” 四" 或“ 妃 " 这 几 个 字 的 次 序 
变更 一 下 ,我 们 就 得 到 不 闻 的 数 .“ 千 "和 *“ 正 " 是 定位 者 .无论 是 
口语 .算盘 还 是 十 进 制 数 系 ,他 们 都 在 推动 欧洲 人 相 向 位 值 制 数 
A TE HERRERA ES HEB E] 16 世纪 林 , 在 长 达 四 
百年 的 时 间 里 ,欧洲 人 朝 前 走 的 速度 相当 缓慢 ， uu lem. 

FE BAY ESSE A OPI tt PBR E FH ED BE — Bar Fife E FIE 
的 缓慢 ,一 些 人 甚至 认为 零 是 魔鬼 的 创造 .由 负数 在 1484 年 才 
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SB PoE ROW A GAY FX hn LIE e C E f — (0 ELE T 
拉 斯 : 许 凯 (Nicolas ChuqueD F T — BB FER ACR. F 
[i xx PS Sg aA i fb ds b BE FB C 3C — T 88137 14. egaux a m. 2.7, 
用 我 们 的 记 法 就 是 4x = -2. 上 方 有 一 - 短 杠 的 小 写 m RRS. 
相信 读者 一 定 注意 到 了 ,仅仅 五 百年 前 使 用 的 代数 符号 跟 现 今 
mj eg Ad xt 

许 训 出 版 这 本 书 的 五 年 后 , 邯 1489 5E, Se E SR I Z^] Re EGE 
& (Johann Widman) HS Y —JE 本 著作 ,其 中 使 用 了 我 们 熟悉 
的 加 时 和 碱 号 .不 过 ,人 们 普遍 接受 这些 符 导 还 得 等 待 一 比 时 
光 . 据 说 最 时 使 用 止 负 号 的 是 那些 装运 货物 的 人 ,用 以 标明 货 箱 
是 超重 还 是 重量 不 足 . 

TE 16 世纪 ,许多 代数 学 家 跟 希 腊 人 传 下 来 的 只 有 正 数 的 数 
系 蔡 苗 地 局 旋 着 .这 釉 数 系 对 他 们 的 需要 米 说 实在 太 疾 隘 了 ,每 
年 都 有 越 来 越 才 的 人 在 计算 中 使 用 负数 ,但 是 否认 方程 的 解 可 
以 是 负数 的 呼声 以 然 很 高 .这 些 数学 六 在 宇 电 行 间 透露 了 至 接 
SCI SE AT PE A Bx BME Bh AK BIL SS + as BE BBR OC Michael Stifel, 约 
T B CURL [HZDERT 129 * Fete HR” D 

终于 , 佛 兰 德 的 数学 家 阿尔 贝 特 - 吉 拉 尔 {Albert Girard, 
1590-—1633 TE f. 1629 年 由 hie BY Be VE CAR er Be BE) BA ae E 
张 : 负 数 和 正 数 具有 同等 的 地 位 ,他 接受 负数 可 以 作为 方程 中 的 
数 和 方程 的 解 (或 根 ) .他 甚至 提出 负数 是 正 数 的 相反 数 ,这 恰 是 
我 们 在 数 线 上 说 明 负 数位 置 的 理由 .经 过 漫长 的 历程 , 侦 数 终于 
在 我 们 的 数 的 概念 中 占有 了 一 席 之 地 . 

即使 到 16 世纪末, 代数 和 零 还 是 没有 被 所 有 的 人 所 接受 ， 
内 为 有 少许 项 围 分 子 就 是 不 接纳 这 种 奇怪 的 玩意 儿 . 更 有 甚 者 . 
进入 18 其 纪 之 后 ,有 些 教科 书 仍 不 讲述 两 个 负数 的 乘法 .这 禹 
过 时 的 毕 达 棵 拉 斯 学 狂 的 思想 的 最 极端 的 例子 ,体现 在 德国 数 
TARA TB UE FR 克 罗 VIE. ( Leopold Kronecker, 1823—1891) [f Er 
上 ,他 时 常 宜 称 ,“ POU TR, A RA RED 
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克 罗 内 克 确 实 相信 ,自然 数 之 外 的 一 煞 数 都 应 该 被 赶 走 , 因 为 把 
数学 奖 基 于 不 存在 的 实体 上 必 将 导致 和 邓 盾 .作为 一 位 著名 的 数 

32] 学 家 ,到 了 19 世纪 中 叶 还 提出 这 种 观点 ,看 起 来 让 人 感到 很 芒 
壮 , 可 是 它 却说 明 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 影响 已 跨越 了 两 千年 的 时 
2S ,减缓 了 人 们 的 前 进 的 步 线 . 


回 到 数 的 直线 


现在 我 们 淮 备 用 已 发 玉 的 数 一 一 自然 数 , 分 数 ,负数 和 零 ， 
来 完成 我 们 的 数 线 .在 图 29 中 ,我 们 使 用 跟 在 零 的 右 侧 配置 正 
数 的 间 样 方法 ,把 负数 配置 在 零 的 左 侧 . 因此 ,对 于 每 一 个 正 
数 一 一 分 数 或 整数 ,我 们 都 有 一 -个 跟 零 等 距离 的 相应 的 负数 ,只 
不 过 蚌 在 零 的 左边 .如 时 我 们 考虑 所 有 这 些 已 配置 在 数 线 上 的 
数 , 即 正 负 整数 和 所 有 的 正 负 分 数 ,那么 我 们 就 得 到 了 全 部 有 理 
数 , 即 所 有 可 以 写成 一 个 自然 数 被 第 二 个 白 然 数 除 的 形式 的 
数 呈 ,人 类 直到 公元 7 世纪 才 发 现 了 所 有 的 有 理 数 ， 这 项 工作 最 
终 是 印度 的 获 罗 摩 臭 多 完成 的 ,但 他 和 他 局 时 代 人 的 努力 被 人 
遗忘 了 . 欧 浏 人 直到 16 世纪 未 才 接 受 了 所 有 的 有 理 数 ,下 过 有 
些 顽 夯 的 “" 毕 达 哥 拉 斯 分 子 " 硬 是 把 这 一 论题 拖 进 了 20 bs. 

-4 -3 -2 一 [H F 2 3 4 

i -4 4 + 
图 29 含 正 负 整数 和 分 数 的 数 的 直线 . 


然而 遗憾 的 是 ,即便 是 这 个 数 系 仍 是 不 完全 的 ,因为 数 线 上 
3] 还 含有 跟 有 理 数 无 美的 点 .故事 还 得 继续 往 王 讲 . 


外 ”注意 ,整数 也 属于 有 奋 数 是 部 然 的 ,因为 任何 整数 N 帮 可 以 写成 
六 的 形式 .一 一 译 注 
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任何 讨论 数 的 话题 ,如 果 完 全 不 涉及 无 穷 , 那 将 是 上 毫 无 意义 
的 .在 探索 自然 数 序列 时 ,我 们 己 经 谈 到 过 ”无穷 "这 个 术语 ,不 
过 并 未 试图 去 确定 它 的 含 艾 .为 了 理解 自然 数 是 什么 .必定 会 对 
无 穷 有 点 感觉 ,要 理解 数 必 涉 及 无 穷 一 一 它们 是 "无穷 无 尽 " 的 . 
因为 数学 秘 始 于 数 的 研究 ,所 以 ,要 是 不 抓 住 这 个 奇怪 而 又 美丽 
的 概念 ,我 们 就 别 想 去 真正 认识 和 欣赏 数 或 是 数学 . 

确实 ,对 无 穷 的 认识 是 人 类 最 伟大 的 成 就 之 一 .不 过 , 它 在 
社会 各 阶层 的 人 士 中 引起 了 众多 的 惊 情 . 焦 虚 和 渴望 ,无穷 这 种 
东西 ,你 无 法 用 心 暂 将 它 完全 忽 住 , 它 要 往 氏 跑 ,总 是 把 你 丢 在 
后 面 .一 个 人 要 是 老 在 那里 来 回 琢磨 无 穷 , 必 定 会 患 上 智力 方面 
的 高 处 恶 怖 症 即 恶 高 症 ) .然而 .其 他 -一些 人 已 经 接受 和 采用 了 
无 学 这 个 概念 ,好 像 他 们 相信 :一 个 完全 有 限 的 计 界 会 引起 山 闭 
恶 慷 症 .于 是 ,人 类 一 直 在 担忧 被 封闭 和 害怕 洲 入 无 尽 的 空间 之 
间 摇 摇 . 就 单个 人 对 无 穷 这 个 概念 的 反应 而 言 ,他 或 她 的 心理 因 
素 所 起 的 作用 ,大 大 超过 了 任何 更 重要 的 对 无 穷 的 特性 的 理 
解 . 

自然 数 引 出 了 邯 穷 ,下 是 它们 的 演进 ,最 时 让 我 们 的 祖先 
感觉 到 了 这 个 概念 .史前 的 人 不 知道 真正 抽象 的 数 ,他 加 不 能 


把 所 计数 的 事物 跟 抽 象 的 数 相 联 系 , 他 们 在 思考 这 件 事 的 时 [135] 
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MERTE SHREE 


foe , AL PT EA A CAS Tr PR GI. JEH DC Ze ftl f£] Pr iT Rag E Se s 
APRA. SR mI, TERA pp SE ep Za. e RUE AA UL] TORK 
T Ey AE AS FC Bee PAS RE Bh EE TOO ie S 
Ate uy t 

PRE PRT UM EHE Long SG. E oe E Wu mg Lg; o 
Fe, FR AT 4A DE 4) PRORP EN EA: n] BE TE ECT GERD XE 
5j 即 物 质 的 无 穷 .以 及 属于 纯 智 JL PEERS DES Hil EL HE 
"PRÉS AGS? .实际 上 LAETTPIESE BER BE SX Sp HEY FIRE 88 
TIE VE. ZETLA SE LC DECRE. FE EH HI ETE PA JC HY EG 
ERA BS AAR REAL EUIS HIS PESE HS. 为 了 研究 物 所 
的 无 穷 ,我 们 合用 经 验 主义 的 方法 , 即 ,必须 迈进 宇宙 去 观察 .这 
种 方法 处 于 现代 科学 方法 的 核心 . 当 我 们 的 推理 与 我 们 的 感知 
不 符 时 .我 们 会 重新 去 设计 我 们 的 排 理 .这 种 方法 显然 是 非 希 腊 
的 ,因为 希腊 人 人 认为 月 关 宇宙 的 真实 的 知识 ,部 能 从 都 些 最 基本 
的 原理 推导 出 来 ,他 们 把 通过 感官 获得 的 信息 只 看 成 一 种 认 知 ， 
它们 并 不 值得 贴 上 真理 的 标签 . 

男 一 方面 ,思维 中 的 无 穷 必 定 能 够 通过 演绎 轨 辑 而 非 经 验 
来 理解 .思维 的 对 象 是 按 逻 辑 行 事 的 .因此 ,希腊 的 方法 , 即 演 绎 
推理 ,很 适 于 研究 我 们 头脑 中 有 关 无 疗 的 概念 .历史 上 ,发 牛 在 
数学 内 部 的 最 伟大 的 奋斗 之 一 ,是 友 构建 一 种 令 人 人 满意 的 ,能 用 
PFA ADELE 19 世纪 末 才 大功 告 成 . 

第 二 个 需要 加 以 区 分 的 概念 是 无 穷 大 和 无 穷 小 ,大 多 数 信 
在 思考 无 宅 时 , 颌 向 于 往 太 的 方面 考虑 .但 是 ,这 个 概 盒 涉 及 两 
个 方向 .朝向 天 的 和 小 的 两 种 方向 的 无 穷 分 别 引出 了 宇宙 论 和 
还 辑 学 的 问题 ,朝向 “大 "的 方向 的 问题 称 为 无 穷 大 量 问题 ,朝向 
“小 的 方向 的 问题 是 所 消 的 无 限 可 分 性 或 连续 性 问题 . 为 了 回 
顾 这 些 问 题 的 历史 ,我 们 将 花费 相当 多 的 时 间 上 去 考察 二 希腊 人 ， 

i6] 凶 们 发 现 了 许多 与 无 穷 相 伴 厕 生 的 朵 难 ,而 为 了 卉 清 它们 又 身 

隐 泥 沿 \ 不 能 各 接 . 后 来 的 太 部 分 思想 家 也 都 采用 了 希腊 人 关于 
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无 穷 的 定义 利 看 法 .结果 同样 陷入 了 无 法 脱身 的 困境 . 
L5 XS 


仪 仅 依 赖 现实 中 的 物质 世界 ,我 们 实际 上 并 不 能 得 到 无 穷 
Ahi iid HUMUS. EA EJUS Xam 我们 并 不 知道 .“ 宁 
HE A HERA RR AI UE? RRE A I LESE KG 
JES, EL An ER e fI] o: 0] F3, E 03 —35 X. EA?” 

SSP, Ea ea AY AE o TE E RIBAS AS 
B EU ETE IE a FY @ BR LU 

TELE RAAT AE AES EK AB FOI ET RE BS fhe AGE E 
想像 一 个 无 边界 的 有 限 宇宙 ,所 以 它 根 本 不 存在. 

我 们 还 可 以 就 时 间 的 无 穷 大任 编造 类 似 的 争论 .宇宙 怎么 
会 终止 其 存在 呢 ? 它 必定 会 永存 吗 ? SURI ae EA. 
述 足 像 太 爆炸 理论 所 说 的 有 个 起 点 呢 ? 

第 论 起 这样 皮 反复 揽 地 进行 善 ,每 一 方 都 利用 精心 选择 的 
闭 辑 来 阐释 他 们 的 观点 .在 这 类 和 争论 中 经 常 出 现 -个 共 癌 的话 
RE MULE Vc RE Jr RS A RU SE PRS AURI 
HEAR GE -种 能 力 ,一 种 存心 里 ERT ABS 8 Me cs 
的 能 力 . 你 能 在 心里 想像 宁 审 永 全 的 连续 的 延伸 吗 ? 你 能 在 脑 
子 里 想像 宇 密 到 达 一 个 并 而 边 界 的 尽头 蚂 ? 提 这 种 问题 实际 上 
殖 普 了 一 个 前 提 , 即 为 了 让 某 个 事物 存在 ,人们 必须 有 能 万 去 想 
PRE ,对 于 那些 最 难 对 侍 的 事物 ,我 们 能 用 * 心 中 的 (内 在 的 ) 艰 
睛 "去 "看 " 它 . 太 贬 了 吧 . 这 种 奇特 的 论证 会 导出 奇怪 的 结论 ,时 
为 它 是 暗含 着 在 说 :在 任何 生 天 熙 明 到 能 去 想像 一 个 更 大 的 宇 
宙 之 前 ,这 种 宇宙 并 不 存在 . FAL, FR TTY ESE A I 
BA ,以 至 能 去 观察 是 星 并 琢 启 时 空 之 外 是 什么 的 时 候 , 宇 宙 好 像 
TERES FREIE TIE T. 无论 如 何 , 这 种 论证 并 天 可 入 ,终究 
物质 事物 的 存在 并 不 依赖 于 人 是 否 能 够 去 想像 它们 . 

靠 思维 来 支撑 现实 这 种 想法 还 方 另 PER PE CE BE 
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不 知 的 精神 力量 cmind), 它 在 对 宇宙 进行 着 永 不 停息 的 思考 ( 想 
像 ). 从 而 使 宇宙 得 以 继续 存在 .然而 ,这 并 不 意味 着 数量 有 限 的 
大 可 以 靠 着 他 们 的 思维 得 出 有 形 的 物质 对 象 存在 的 结论 .因此 ， 
物质 世界 蔓 革 个 对 象 是 否 存在 . 跟 我 们 是 能 还 是 不 能 去 想像 它 
TEL AR .存在 就 是 存在 ,不 存在 就 是 不 存在 , 址 我 们 无 美 .我 们 
上 必须 小 心地 避免 提出 这 样 的 要 求 :用 心中 的 眼睛 去 "看 "正在 计 
论 的 事物 ,去 思考 我 们 无 法 从 整体 于 如 以 想像 的 佣 念 . 

对 所 在 这些 带 斩 党 味道 的 问题 ,我 们 的 结论 是 :我 们 不 能 确 
xc fet f£ (ETT fo] — EEG B TA ER 0 2633 CER .我 们 确实 不 知道 . 
这 并 不 是 件 坏 事 . 它 给 我 们 打开 了 -…- 恒 思索 的 大 门 ,围绕 它 展 于 
约 种 种 恩 考 ,允许 我 们 用 各 种 不 同 的 、 上 -分 丰 趣 的 方法 夫 想 像 现 
实 中 的 实体 . 

MIRA M TARH F T FEN AH rE EREE. 
JS A AGB UE SY Pr HH A SI RS. apeiron . 3, fl JF $0. 2633 fk 希腊 
的 宇宙 论 中 常常 成 为 引发 争论 的 动力 .第 一 批 涉及 无 穷 这 个 概 
念 的 文献 中 ,有 一 篇 出 自 希 罗斯 的 大 勒 守 德 斯 1 Pherecydes of 
Syros, Zz GHI] 了 世纪 或 前 6 tbe) SF, ae mE RET] — EE 
存在 着 ……- TUGX BH AE 3h EGET A IUE TRIES FO. BE 8-369 AY. OK 
利 都 的 阿 那 克 西 曼 德 ( 约 公元 前 560 年 ) 也 谈 到 过 无 穷 的 时 间 . 
“这 (不 管 它 是 什么 反正 是 一- 种 非 有 限 的 本 质 特征 ) 是 永恒 
AFG HY? 

WE T E BA SS BS AS EHE TADS A Se Rg 
者 (图 30) .他 的 《物理 学 } 的 第 二 着 几乎 全 部 用 来 阐述 无 穷 这 -- 
概念 . 亚 里 士 多 德 批评 梭 拉 图 ,也 批评 毕 夺 哥 拉 斯 学 派 , 因 为 他 
们 相信 无 穷 是 独立 存在 的 实体 (或 者 说 本 体 ), 而 不 是 其 他 事物 
的 属性 . 亚 里 士 多 德 不 接受 无 穷 本 身 是 一 种 实体 而 非 其 他 现存 
实体 的 属性 的 观点 . 亚 里 士 多 德 也 认识 到 无 穷 有 着 不同 的 应 用 ; 
无 穷 的 时 间 ,无 穿 大 其 和 无 限 可 分 性 .不 过 亚 里 士 多 德 拒绝 了 无 
SKB. 
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“我 们 {作为 物理 学 家 } 的 质询 限制 在 有 关 它 的 一 个 特 

殊 的 论题 上 , 即 意识 的 对 得 问题 ,我 们 必须 要 问 这 些 对 [138 
SPARE MARL, ERM XL 64 ARALAD 

的 .我 们 可 以 使 用 办 证 的 论证 方法 ,说 明 并 不 存在 这 样 
的 对 象 . "3 


HPL RES TRIE TEM) 
对 无 穷 大 的 种 种 见解 


我 们 已 经 讨论 了 物质 的 无 穷 扩 展 ,或 者 说 是 物质 世界 中 的 
无 穷 .那么 ,作为 抽象 的 思维 对 象 , 它 在 概念 世界 中 的 情形 又 如 
FUG? 存在 抽象 的 无 穷 吗 ?” 其 实 ,我 们 此 时 的 立足 点 更 稳固 了 ， 
并 且 能 够 作出 肯定 的 回答 .是 的 ,我 们 确实 有 涉及 这 种 无 穷 的 概 
念 .事实 上 ,这 里 有 一 个 最 好 的 例子 , 它 在 虚 油 高 症 的 人 中 引起 [139] 


— 133 — 


EFT Dg TO E >. Ae AR RS. RRR AS FR LED d 
正好 属于 我 们 过 论 的 范 畸 ,我们 的 月 的 本 来 就 是 为 了 去 理解 数 ， 
而 数 作为 一 个 沪 . 集 起 无 穷 的 . 

让 我 们 稍 徽 讨论 -下 在 月 然 数 中 发 现 的 各 种 无 穿 大 的 概 
仿 . 人们 可 以 按 不 同 的 方式 来 想像 整数 .我 在 孩提 有 时代 曾 以 为 每 
个 人 都 用 跟 我 - 样 的 方式 "看 "到 了 它们 ;有 即 数 "1" 是 核心 , “2” 在 
它 石 边 但 离开 一 小 段 邮 离 {这 样 ,就 不 至 于 把 1 和 2 跟 数 “12” 相 
混 清 ), 接 着 , 数 “ 引 在 2” 的 石 边 , 依 此 类 推 .自然 数 向 我 的 石 边 
PR BEARS SP A, RGAE AR AR 
数 的 “它们 以 数 1 打头 ," 她 这 样 解释 说 ,“ 然 后 以 绕 杰 的 形式 打 
着 转 往 下 走 , 变 得 越 来 越 太 . "当时 我 吃 了 一 惊 .这 个 例子 只 是 告 
诉 你 ,由 本 经 历 和 所 受 的 训练 各 异 , 不同 的 人 是 以 不 同 的 方式 去 
想像 数 的 ， 

大 多 数 大 可 能 都 “在 心里 ”把 自然 数 “ 图 象 " 化 ,以 数 1 为 开 
端 ,然后 - -个 个 往 前 排 上 半 打 或 者 更 多 的 数 ,最 后 它们 请 失 在 我 
们 的 内 视力 所 及 的 范围 之 外 .总 之 我 们 并 没有 "看 到 "无 穷 儿 的 
数 . 我 们 怎么 知道 存在 着 无 穷 多 的 数 呢 ”这 是 因为 对 于 我 们 能 
够 去 想像 的 某 个 最 大 的 数 ,再 往 寺 加 1 就 能 引出 一 个 比 它 还 大 
的 数 . 固 此 ,我 们 所 谓 的 基 个 最 大 的 数 根本 不 是 最 大 的 .于 是 我 
们 便 认 识 包 :并 不 存在 最 大 的 数 E M BE ZK 2C LESE Bb [8] Vr CX 
的 方向 迈进 .这 段 不 起 眼 的 论证 ,代表 了 我 们 的 全 部 思想 ,用 的 
荐 一 种 很 莹 通 的 逻辑 方法 . 即 所 请 的 反 证 法 (间接 证 明 法 ) ,前 面 
我 们 说 过 这 是 希腊 人 最 走 爱 的 方法 . 

好 ,现在 我 们 有 了 自然 数 ,它们 是 无 穷 的 .不 过 ,这 里 “无 穷 
的 "到 底 指 什么 会 义 呢 ? 它 是 指 不 存在 最 大 的 自然 数 , 即 自然 数 
是 无 界 的 .这 一 点 很 重要 .在 这 里 ,我 们 就 是 在 这 一 含 闵 下 使 用 
无 穷 的 :无 穷 大 本 身 不 是 -一 个 数 , 它 只 是 所 有 自然 数 构 成 的 集合 
的 一 种 性 质 . 

长 期 以 来 . 从 希腊 人 到 19 At (xA UE) 思 
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想 家 -- 直 为 数 的 无 穷 件 所 困 抗 他们 无 法 一 下 所 “看 介 ” 所 有 


的 日 然 数 ， 所 以 他 们 党 得 ， 所 有 烛 些 无 法 起 像 的 数 比 起 我 们 每 
天 使 用 的 些 些 比较 小 的 数 调 衣 ， 其 存在 的 可 能 性 的 要 小 .这 是 
古代 毕 达 再 拉 斯 学 诬 的 人 考虑 问题 的 路 子 ， 他 们 不 喜欢 和 白 然 数 
的 无穷 昼 ， 而 是 取 前 上 个 数 作 为 其 余 所 有 数 的 基础 ， 这 时 的 
10 具有 特别 神圣 的 作用 . SPCR SOF RTS IC OS 世纪 
于 平时 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 ， 据 说 他 影响 了 柏拉图 的 哲 
学 .他 曾 丧 述 过 毕 达 好 拉 斯 学 派 的 思想 ; 一 至 地 在 数 的 生成 中 
有 特殊 的 作用 . 


“你 必须 依据 奇 在 于 十 {Ten-ness} 内 的 活力 来 研究 ' 数 ? 
的 行为 与 本 质 ; 因 为 它 { 指 于 至 10) 是 伟大 的 ,完全 的 ， 
包罗 一 切 的 ,并 且 是 神 和 人 的 生命 及 其 向 导 的 源泉 ; 它 
享有 ……|[ 身子 在 此 中 断 ] .也 就 是 说 这 活力 是 属于 1 
Æ IO 的 ,无 此 活力 ,所 有 的 事情 都 将 是 不 定 的 , 难 解 的 
Fo zi io 3 ag Y 


这 一 信念 表达 了 这 样 的 意思 : 比 10 大 的 数 都 是 在 模仿 从 1 
到 10 的 数 , 它 们 的 存在 归 因 于 前 LO 个 数 的 重复 .因此 , 当 从 1 
到 10 这 些 数 自身 重复 有 限 多 次 就 产生 出 更 大 一 些 的 数 .这 里 不 
存在 数 的 无 穷 性 . 

柏拉图 也 利用 这 和 样 的 想法 :有 关 “ 十 "的 那个 原理 起 着 限制 
1317623 E BUE PIE HH 在 增 大 的 方向 上 并 非 是 无 限 上 
TE , 国 为 作为 构件 的 数 仅 上 升 到 10,79 

Sh BBL Se GST PE UAR IB P8 ETE 2623 de TEARS "BC BER 
象 地 被 取 成 是 无 穷 的 ,因为 数 或 有 数目 的 东西 是 可 以 去 数 和 计 
数 的 .”” 不 过 亚 里 士 多 德 相 当 聪 明 ,他 认识 到 要 是 绝对 地 拒绝 
一 切 形式 的 无 穷 , 可 能 会 使 他 的 哲学 变 得 上 分 策 抽 .为 了 避免 笨 
撑 , 他 发 明了 一 种 小 花样 .他 说 无 净 不 是 * 实 在 的 "而 只 是 “潜在 
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的 慨 念 保持 -- 定 的 活力 . 


“因为 ,一 般 而 论 ,无 穷 以 如 下 的 方式 在 在 :一 物 之 后 总 
AH ao AE, RB Bh MARA a EE 
不 同 的 -…… 于 是 ,无 穷 没 有 别 的 存在 方式 ,只 可 能 以 漆 
在 的 和 还 原 的 方式 站 在 .7 


玉里 土 多 德 淹 认 自 然 数 总 可 以 越 加 越 大 ,但 是 他 区 宣称 :这 
41] HARRI K. 


Jc BR BI o> T 


ar AB AGE ON FR al YE: 空间 是 理 无 限 可 分 、 由 此 引 | 
起 他 们 对 返 动 和 空间 的 连续 性 的 困惑 .由 埃 利 亚 的 巴 门 尼 德 
(Parmenider, £94708 475 =F) FURRA, BREE IK By 
拉 斯 学 派 的 意见 相左 . 后 者 认为 空间 由 不 可 分 的 线段 组 成 ， 埃 
利 亚 学 派 的 成 员 不 仪 指 出 不 可 分 线段 的 概念 会 引出 巴 盾 ， 人 他们 
还 提出 由 无 穷 多 个 点 组 成 空间 的 观念 所 引出 的 种 种 问题 . 

马 门 尼 德 的 形而上学 提供 了 一 个 反映 希腊 作 愿 望 的 完美 例 
证 ,他 们 排斥 感官 的 知觉 而 喜好 推理 . 巴 门 尼 德 论证 道 ; 因 为 不 
能 无 中 生 有 ,所 以 木管 什么 东西 , 它 就 是 那个 玩意 儿 , 而 且 永 远 
不 变 , 存 在 {Being) 就 是 "同一"! 始终 如 一 ), 就 是 没有 变化 .由 此 
可 以 导出 一 个 著名 结论 :运动 内 是 一 种 幻 景 ,因为 真正 的 存在 之 
物 不 会 改变 .然而 ,对 数学 产生 实质 性 影响 的 并 非 巴 门 尼 德 和 他 
善 名 的 “同一 " 论 哲 学 ， 而 是 他 的 学 生 , 埃 利 亚 的 芝 诺 (Zeno of 
Elea, £1 2: 70R 450 EY (E 30 . 芝 诺 给 出 了 几 个 论证 , 按 埃 利 亚 
学 派 的 逻辑 展示 了 世界 不 可 能 具有 事物 的 多 样 性 ,也 不 可 能 是 
变化 的 , 坏 此 来 反对 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 于 数 ( 单 子 ,monuad) 和 能 
在 空间 中 运动 的 量 的 学 说 .他 最 著名 的 论证 被 亚 里 土 多 德 重 述 
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“第 二 个 [论证 ] 是 所 谓 的 " 阿 其 里 斯 追赶 乌龟 说 ,故事 
说 的 是 在 一 场 比赛 中 ,最 快 的 赛跑 者 决 不 可 能 亿 上 跑 
得 最 慢 的 家 估 , 因 为 追赶 者 必须 首先 到 达 被 亿 赶 者 的 
出 发 地 点 ,所 以 慑 者 总 能 保持 领先 的 位 置 .这 种 论证 本 
质 上 焉 二 等 分 说 的 论证 相同 -……- E) 


图 31 埃 利 亚 的 芝 诺 ,公元 前 489 4*7 . (Culver Pictures, £8 £3 , 2A} 

简单 地 讲 ， 芝 诺 关于 二 等 分 说 的 论证 认为 ， 运 动 是 不 可 能 

发 生 的 ， 因 为 一 个 物体 必须 首先 到 达 离 终极 日 标 一 半 距 离 处 的 

点 . 但 是 ， 在 此 之 前 为 了 到 达 这 一 点 ， 它 又 必须 先 到 达 离 这 点 

一 半 距 离 处 的 另 一 点 .因此 ， 它 永远 术 可 能 动 起 来 ， 芭 诺 在 这 

里 假定 了 赛跑 开始 与 结束 的 两 点 之 河 的 距离 可 以 被 细 分 无 穷 多 
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142] 次 、 而 - -个 物体 六 在 限 的 时 间 内 不 可 能 穿越 无 穷 多 个 点 ， 这 一 
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线 和 和 该 将 线 上 所 有 我 们 能 鉴别 的 点 来 看 清楚 这 一 概念 . 

图 32 面 出 了 数 的 直线 十 零 和 和 一 之 间 的 部 分 .我 们 将 稍 峭 改 
变 细 分 的 过 程 , 经 过 - 段 段 越 来 越 小 的 线段 从 老公 达 一 .以 零 为 
起 点 ,我 们 必须 先 到 达 二 分 之 一 从 的 点 ,接着 ,我 们 必须 经 过 - - 
小 笑 虐 离 到 达 由 分 之 三 处 的 点 ,下 一 个 中 虚 位 于 从 分 之 七 处 .从 
WSR foe ik 一 过 程 可 以 往 下 进行 无 穷 多 步 . 在 有 限 步 内 我 们 绝 
对 到 不 了 ,因为 在 它 前 面 总 还 有 -小 段 路 要 走 . 为 了 真正 到 达 


45 
I 
EN 3 7 | 
a 2 4 3 ] 
TO 
| 
2L 
2 
图 32 MOF] LSet LSP A. 


一 我们 知道 在 物质 世界 中 是 做 得 到 的 一 一 即 我 们 总 能 从 一 
个 地 方 到 达 另 一 个 地 方 ) ,我 放 必 须 穿 过 无 穷 多 个 点 .这 让 希腊 
人 感到 头痛 .也 使 以 后 的 大 多 数 数学 家 迷 感 不 解 .为 这 种 事情 左 
右 为 难 似乎 有 点 遇 蔷 ,因为 我 们 环顾 四 周 ,看 到 各 种 物体 都 在 运 
动 .可 是 这 正好 促使 我 们 自 辣 物体 为 什么 能 动 起 来 , 芝 诺 论证 的 
意义 何在 ! 如 果 点 没有 大 小 ,那么 我 们 可 以 把 无 穷 多 个 点 塞 进 
一 个 我 们 要 它 多 小 就 可 以 多 小 的 空间 .一 个 物体 为 了 能 动 起 来 ， 
它 必须 在 某 个 时 间 内 占据 这 无 穷 多 个 点 中 的 每 一 个 点 .但 是 , 即 
使 如 此 ,也 还 不 足以 到 达 任意 确定 的 点 :因为 若 点 无 大 小 ,那么 ， 
单单 伴 过 一 个 无 穷 的 点 集 仍 不 能 保证 运动 得 以 进行 . 正 是 这 一 
困难 让 希腊 人 和 后 来 的 哲学 家 介 j 在 讨论 运动 及 其 位 置 的 问题 时 
TEL ERR . 
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Sp Y APRS. SC DLE 32 中 的 那些 点 的 主要 “份量 " 实 都 
SpE" BU E AGE FOE? WE. EGG EE eB UR 
无 高 度 ,它们 不 占据 任何 空间 .所 以 , 殉 穷 多 个 点 并 不 真 的 占 气 
从 堆 到 一 的 直线 上 的 任何 空间 .然而 ,在 我 们 的 "感觉 "中 胡 线 时 
虫 点 组 成 的 ,这 往往 使 我 们 拒绝 接受 丘 穷 个 点 的 想法 .当然 ,此 
时 我 们 仍 面 临 两 个 记 题 ;物质 空间 能 够 无 限 册 分 吗 ? 概念 空间 
BE GE JE PR BA Sp R3 7 

很 多 希腊 哲学 家 ,和 包括 和 毕 达 哥 拉 斯 的 信徒 ,谈论 过 物质 桂 界 
是 由 无 限 多 的 元 素 或 要 来 跟 共 他 东西 混 谷 而 成 的 .理想 主义 之 
父 柏拉图 以 其 追求 完美 和 不 变 的 概念 藻 称 于 世 . 但 是 ,他 也 追随 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 传统 ,在 他 的 宇宙 论 中 使 用 了 匹 限 吕 分 的 空 
IBI. TETERS AE TE CR 4 ER D CTimeaus) h HITE ES WES T 3H 
的 来 历 : 


“ 字 证 她 ! 世 界 的 化 身 ) 栈 是.……- AR PE ap ity fo E ay BP 
念 的 世界 j .又 是 可 分 和 的, 而且 这 须 与 物质 实体 相 
Xe AR PP EE), EKA RSE RH OA 
&ji& eS BF FEE QL) 


Thr PSL BR SS Via] d REL PRY AS, Ae Eh 
神秘 的 方式 跟 各 种 形式 或 概念 结合 而 生成 可 觉察 到 的 世界 .这 
种 结合 必定 是 神 筷 的 ,因为 柏拉图 坚持 认为 形式 本 身 决 不 会 具 
体 地 进入 物质 世界 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 将 有 限 妾 ( 数 ) 与 无 
限 物 相 结 合 以 创造 他 人 的 宇宙 .在 他 们 看 来 , 数 就 像 微 小 的 粒 
于 ,是 不 可 分 的 ,而 无 限 物 就 是 混沌 的 空间 ,是 无 限 可 分 的 .这 种 
无 限 物 以 某 种 神秘 的 方式 从 单 了 ("一") 中 分 离 出 其 他 数 从 而 产 
生物 质 的 事物 . 爱 毕 达 可 拉 斯 学 派 的 影响 ,柏拉图 将 这 种 思想 和 


O 指 绝 大 部 分 点 .一 一 详 注 
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发 展 过 程 的 容器 ( 即 空间 结合 在 一 起 ,由 此 产生 整个 世界 .无 论 


是 毕 达 哥 拉 斯 的 无 限 物 还 是 柏拉图 的 容器 都 具有 人 负面 的 内 潘 . 
对 于 这 两 位 学 者 而 言 ,他 们 的 观点 的 精髓 在 于 那些 相反 的 要 素 ， 
即 有 限 物 和 概念 .在 柏拉图 看 来 ,概念 ( 即 形式 ) 是 完美 的 .不 可 
分 的 ,而 容 圳 是 无 限 可 分 的 .柏拉图 并 不 喜欢 可 分 性 原理 ,可 是 
他 的 守 窗 论 涡 要 用 到 它 , 所 以 他 只 在 ¢ 带 近 乌 斯 篇 》 中 讨论 过 这 
-原理 .他 在 不 得 已 的 情况 下 接受 了 无 有限 可 分 性 和 关于 时 间 的 
无 穹 大 量 , 但 他 不 能 再 让 自己 去 接受 关于 空间 的 无 穷 大 量 或 空 
BI ES AC BRR RE RE TE T 

APTE Bt 048 ,2CER BD SP EMAC A RE fS]. E89] 
AA BERE Hi EERIKU ,无 限 可 分 性 只 能 潜在 地 去 完成 ,而 不 
能 县 仁 地 去 实现 . 伦 道夫 一 卖 肯 女子 学 院 的 前 数学 教授 鲁 过 . 拉 
5E( Rudy Rucker 48 H1 CE 91 ALAS OS VE 55 (93 o0 9 23919) , qp 
BUT: AE PETE SK JCA BPS OG Zr TRI YR 4 RUE A”, B28 
KER Eft AE T 96 — BS PR ALE Hd Sy Aa SS Hh. 
TEZKERE., SR Ga OF TUS E Bc IE 
{TAS ACPRME Bia Ae "EE TE B9" TSE SEY” ,实际 上 无 助 于 我 们 
对 于 数 的 理解 . 


无 穷 大 换 成 无 穷 小 


有 一 些 希 腊 人 不 愿意 接受 无 穷 是 可 以 理解 的 ,因为 用 我 们 
心智 的 “眼睛 "很 难 “ 看 "到 所 有 的 自然 数 . 当 我 们 尝试 着 去 看 更 
多 的 数 时 ,它们 却 和 逃 册 你 的 视野 跑 向 远方 (向 我 们 吉方 跑 走 } ;无 
论 我 们 怎么 卖力 地 去 看 ,这 些 数 总 能 跪 出 去 超过 木星 RE 
星 , 跑 出 太阴 系 .为 了 看 清 自然 数 的 无 穷 性 ,我 们 要 利用 数 线 和 
一 些 射影 见 何 | 参见 本 书 附录 “名词 解 释 " 部 分 的 相关 条 目 ] 的 知 
识 . 图 33 的 下 部 是 一 条 数 线 ,上面 标 上 出 了 零 和 从 1 到 10 的 自然 
数 . 盐 的 下 上 方 有 一 个 加 ,经 过 零 和 自然 数 分 别 向 加 .上 代表 北极 
的 点 引 直线 ,我 让 就 把 月 然 数 投影 到 了 圆 上 .这 时 ,这 些 直线 与 
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DAA ex RT SR ERA OT. MER PIL B SACR 
BEW te A, TE a) fs a A Re a ee AS i e CE E 3g eg 3E 
极 . 

然而 ,不 论 我 们 在 数 线 上 向 石 走 多 远 , 所 引 直线 与 贺 的 交点 
绝对 到 不 了 北极 .要 想 让 一 个 自然 数 投 影 到 北极 ,除非 从 它 引 出 
的 直线 与 数 线 平行 ;可 是 经 过 所 有 自然 数 引 出 的 直线 都 是 从 数 
线 出 发 的 ,所 以 这 是 办 不 到 的 .因此 ,和 白 然 数 投影 到 圆 上 的 点 ,内 
可 能 越 来 越 接近 北极 而 永 迁 达 不 到 它 .事实 上 ,可 以 想像 所 有 的 
A RRR E AT EAL ,此 时 我 们 得 到 无 穷 多 个 点 , 越 到 圆 的 上 
BET RR .我 们 要 足 有 一 个 放大 镜 ,不 妨 仔细 看 一 下 圆 的 顶 
部 ,我 们 将 看 到 有 非常 多 的 代表 数 的 点 挤 向 北极 点 ,相信 点 之 间 [146] 
的 圆 弧 的 长 度 越 来 越 短 .这 个 点 的 汇集 非常 像 艺 诺 为 理 定 运动 
的 存在 而 设计 的 无 穷 点 集 . 


Q l 2 3 4 5 6 7 8 9 tù 
Bl 33 SCAR BS FPR EIA EHRE. 


我 们 上 上 面 的 做 法 只 是 要 了 个 花招 ,一 种 小 小 的 骗术 .因为 我 
们 并 没有 构造 出 一 种 方法 能 让 大 家 “看 到 "无 穷 多 个 点 ,这 是 不 
可 能 做 到 的 .我 们 所 做 的 只 是 把 无 限 长 的 数 线 捞 影 成 有 限 的 狐 ， 
使 得 那些 代表 数 的 点 集中 到 一- 发 有 限 的 弧 上 .无论 如 何 ,我 们 车 
少 吓 以 指 着 一 个 圆 告诉 你 ,无 穷 多 个 自然 数 可 以 由 有 限 的 空间 
中 的 一 个 点 集 来 表示 . 简 兰 之 ,我 们 把 朝向 大 的 方向 的 无 限 (无 
穷 长 的 数 线 ) 换 成 了 朝向 小 的 方向 的 无 限 (有 限 线 段 的 无 限 可 分 
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位 它们. 不 过 ,无 究 这 个 概念 对 于 数学 ,特别 是 对 于 数论 ,过 去 是 
现在 仍然 是 最 基本 的 . 亚 里 十 多 德 建 闵 了 一 -个 研究 无 穷 的 姓 台 : 
必 里 没有 有 具体 的 .可 达到 的 无 穷 ,有 的 只 是 潜在 的 无 穷 .其 后 的 
数学 家 和 和 哲学 家 只 能 在 这 个 奇怪 鸣 " 潜 在 的 "和 概念 舞台 上 尽 其 所 
能 地 撑 弄 无 穷 .西方 宗教 中 的 上 帝 是 有 唯 一 的 例外 :上 上 上帝 必定 是 无 
限 的 一 一 这 不 成 问题 ,因为 不 能 期 待 凡 人 去 理解 上 上 帝 

无 穿 这 个 问题 一 一 涉及 无 穷 大 量 .无 限 可 分 性 e sb PEE 
tE, ABE Spee -aAA P EAR. Oo 
个 世纪 后 的 19 ta Tiki KMS AI Sb Re Se Cie 
53 oc) 71 ER LHA ue Aa PE. Pies ESE 
TEMES RS A UE T "GS RR RIA 

— fiz ae [pu Fl BH ay 2B de E X Pe FE BR ETE BR (Thomas 
Hobbes, 1588— 1679) SF T 2093 3X - FE, AA EE TB RT 
能 进行 无 限 的 世 维 : 


AA RRM TORE RA EL Ra AAI 
可 以 称 之 为 无 穷 的 概念 或 思想 .没有 人 能 让 他 浆 脑 中 
出 现 无 穷 大 量 的 形象 ,也 不 能 去 想 售 无限 快 , 无 穷 的 时 
间 , 无 限 的 力量 ,或 者 无 限 的 权力 .11) 


他 的 论证 方法 在 前 面 提 到 过 :只 此 某 物 足 我 们 无 法 AL 
像 的 ,那么 它 就 不 存在 .此 时 所 依据 的 道理 是 : 闫 于“ 无穷 "的 
思想 本 身 必须 是 个 无 穷 的 过 程 . 鹤 布 斯 的 一 些 言论 还 体现 了 
他 受 基诺 悖 论 的 影响 ,把 运动 各 连续 性 这 两 个 慨 念 捞 人 台 在 一 
p 
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运动 是 连续 地 离开 一 个 位 置 而 到 达 另 一 个 位 置 …… 我 
之 所 以 说 是 连续 地 离开 ,因为 任何 物体 ,无 沦 它 多 人 么 
ARR YT HE EE EAS MRE SAB 
位 置 , 情 况 恰恰 是 它 的 某 个 部 分 会 先 到 达 它 所 离开 和 
到 达 的 两 仿 位 置 的 公共 部 分 的 某 处 .0 


N ARA. T -RJLCIS96— 1650) 4&8 --- LAE AE GE RUNE 
"FORK ERA G FR BA FETE UL Fag fi at er —] Pa 
Td UK By CP RE BES, TA A (EL (E RKUL GS ee sr 5 
数学 中 的 几何 党 .第 卡 冰 的 理性 主义 表明 ,他 本 人 仍 林 摆脱 希腊 
演绎 科学 的 方法 的 避 绊 «(AL AACS A LE 
帝 的 存在 性 ”. 笛 卡 疙 认为 ,因为 他 是 一 种 有 限 的 实在 ,所 以 只 能 
疗 牛 有 限 的 概念 .但 是 他 确实 具有 无 穷 这 一 概念 , 那 必 定 是 某 个 
ERKE Tihi THE. BME -xEdé EG AR OR 
在 把 无 穷 的 概念 植 入 了 笛 FR JL 89/8 $8 . 


于 是 ,根据 我 过 去 所 说 的 一 切 , 只 能 得 出 上 帝 存 在 的 结 
论 : 尽 管 我 思想 中 关于 实体 的 概念 应 得 出 我 本 人 是 个 
Sk SE m BL BER ENA RS SEE SCR RR. XT AE 
穷 实 体 的 概念 ,除非 月 某 个 真正 无 穷 的 实体 给 了 我 这 
Adds 


TERERT CST IZ WEBUER E, E RLS RO. En GEO GR B 
希 . 高 斯 (Carl Friedrich Gauss, 1777—1855 ) 一 一 被 大 多 数 数学 
家 普 为 历史 上 最 伟大 的 三 位 数学 家 之 — ABK BEE UL Bg 
偏见 .他 在 给 一 位 同事 的 信 中 写 道 : 


AT ROE RAS REAR EUER MER E 
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因此 ,进入 19 HEZ Ei. MeSH BS A US ESRC . 
Hz 20 hc Mee UA Zr HBeTE- BT REAR (Kurt Godel) th tt 
点 的 无 穷 集 所 构成 空间 白 思 而 不 得 其 解 .“ 按 这 种 把 所 有 的 点 如 
在 一 起 的 直观 的 概念 ,我 们 还 是 不 能 得 到 整 条 直线 ;这 些 点 构成 
Bo AE Bree a SE ep a 


穷竭 法 和 极限 


县 然 希 腊 人 以 及 追随 他 们 的 众多 数学 家 都 在 上 无穷 面前 晨 缩 
不 前 ,但 是 某 些 问题 确实 需要 用 到 无 穷 .大 家 知道 , 求 一 个 正方 
形 的 面积 就 是 求 其 边 长 的 平方 ,这 对 希腊 人 和 他 们 之 前 的 文明 
人 来 说 是 件 容易 的 事 . 求 矩形 面积 也 一 样 亡 便 ,对 于 三 角形 也 只 
要 用 册 条 简单 的 计算 法 则 使 可 了 事 . 原 困 是 这 些 几 何 图 形 的 边 
都 是 直线 . 圆 的 情形 怎么 样 ? 圆 上 处 处 都 旦 弯 的 ,你 该 如 何 去 计 
算 共 面积 呢 ? 

i49] 对 于 求 曲 线 肝 成 的 面积 ,和 希腊 人 研究 出 了 一 种 方法 一 穷 
剖 法 , 它 显 露 了 现代 微 积 分 的 苗头 .请 看 图 34(a), 其 中 有 一 个 
下 方形 : 它 的 四 个 顶点 位 于 一 个 贺 上 .显然 ,图 的 面积 比 正 方形 
的 大 . 减 然 ,我 们 可 以 把 该 正方 形 的 面积 当 作 画面 积 的 第 一 次 估 
值 .不 妨 假 设 该 圆 的 直径 为 ] 个 单位 长 (1 英尺 或 1 厘米 等 等 )， 
现在 的 问题 是 :用 这 个 正方 形 的 面积 作为 该 轿 的 面积 时 误差 有 
BRK? 圆 面积 等 于 rr?, 即 r 乘 以 圆 的 半径 的 平方 .此 时 .半径 
是 0.5¢ 因 为 直径 是 1). 因 此 我 们 可 近 做 地 得 到 圆 面积 为 
(3.141 6): (0.5)? = 0.785 4. 因 为 圆 的 直径 等 于 正方 形 的 对 角 
线 ,根据 毕 达 本 拉 斯 定理 能 算出 正方 形 一 边 的 长 讶 ,从 而 算出 其 


吕 ” 即 现在 所 谓 的 实 无 穷 , 而 非洲 无 穷 .一 一 译注 
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HEL RE PTE BE? + a = 12 或 ea2=0.5, 此 即 正方 形 的 面积 ， 
因此 该 正方 形 的 面积 0.5 跟 0.7854 还 相差 不 少 . 

我 们 能 做 得 更 好 些 . 注 意图 34(a) PFI PU E 72 7E AR 
在 正方 形 内 , 租 在 亏 形 中 的 三 角形 二 了 纪 形 区 域 的 一 太 部 分 ,我 [150] 
i 118 xoc 6 — fA DC BT ETE; JE L. B 34 (b Rc xx 2 BS, 
住 来 等 每 个 三 角形 的 向 积 : 

三 角形 的 面积 = Dt2r 一 a» La) + afr- I a). 
FH 43€ stay 7g: 
+ = 7 Be = e(2r-2@), 
或 面积 ={ al-z) = 0.207 1. 

TE Et UIS] 0.5( 焉 方形 的 面积 ) 上 ,我们 得 到 新 的 佑 值 = 
0.707 1. 这 个 估 值 比 诛 来 的 0.5 大 大 地 靠近 0.785 A. 再 看 图 
34Cb) ,图 的 外 圈 有 八 个 小 弓形 在 佑 值 时 还 没 考 虚 在 内 .我 们 可 
以 刘 法 直 制 算出 相应 的 面积 ,加 到 诛 估 值 上 ,从 而 得 到 更 靠近 圆 
Té PRECOR LA AiR. AE, PP RCE OC ER ep, ELSE 
是 有 限 次 ,我们 就 永远 达 不 到 图 面积 的 准确 值 ,因为 总 会 有 小 的 
号 形 未 被 考 虚 在 内 .希腊 人 发 明 的 这 种 方法 我 们 称 之 为 穷竭 法 ， 


fa) (bi 


图 34 RAY FF Ye (a) H FE IE A TE BG it fi oe f E IR 8 
集 是 很 不 准确 的 ;在 th) 中州 加 上 四 个 三 角形 后 的 面积 合 值 就 准确 多 了 . 
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一 种 严格 的 处 理 方式 ,不 过 : - 盘 认 为 那 是 欧 多 克 索 斯 (Eudoxus ) 
在 较 早 的 时 候 创 立 的 ， 

BLE 28 UB — re RR SS 


MAES PRA PREM 38 ZR BMPS EPR 
去 不 小 于 它 的 一 半 的 部 分 ,继续 这 一 相 减 的 过 程 直 至 
最 后 , 则 将 留 下 一 个 比 任何 事先 指定 的 量 都 小 的 同类 
CoE 


这 一 命题 告诉 我 们 :如 果 每 次 估 值 与 面积 的 真 值 间 的 误差 ， 
都 起 码 减 小 了 我 们 所 枯 的 新 的 一 组 三 角形 面积 的 一 半 ,那么 最 
终 我 们 能 让 误差 要 老 小 就 多 小 .这 种 越 来 越 逼 近 我 们 想 归 求 的 
值 的 想法 , 仍 是 现代 和 极限 理论 的 核心 ,也 是 微 积 分 学 的 基础 .此 
外 ,极限 理论 对 于 在 数 线 土 定义 新 一 类 的 数 起 着 关键 的 作用 . 
151] 为 了 理解 极限 ,我 们 需要 用 到 一些 简单 的 定义 .首先 ,我 位] 
来 定义 数 的 序列 ( 亦 可 称 为 数列 ), 它 是 一 类 特殊 的 数 的 汇集 . 
FEM: 称 一 组 数 Aa. Asl Ass LAS FR I SS HB], 


如 果 这 些 教 被 排 成 确定 的 顺序 . 
例如 :2.3,6,8 就 构成 一 个 项 数 有 限 的 序列 .但 我 们 真 止 感 
兴趣 的 是 有 无 限 客 项 的 序列 ， 
FEM: 称 一 个 数 的 序列 是 无 限 的 .如果 该 序列 的 毒 一 项 都 
有 一 个 后 继 项 . 


自然 数 序列 是 最 明显 的 一 个 无 穷 序列 :1,2,3,4,5,6,… .如 
前 所 述 ,这 里 右边 的 三 个 点 表示 该 序列 旦 无 限 的 .我 们 按 一 条 简 
单 的 规则 来 构 作 自然 数 序列 中 的 每 一 个 后 继 项 , 即 只 要 加 上 数 
1. 要 是 自问 自然数 序列 中 的 项 能 变 得 多 大 ,我 们 当然 知道 它 能 
一 直 往 大 里 变 , 没 有 尽头 . 
然而 ,有 些 无 穷 序 列 的 项 不 会 超过 某 个 固定 的 常数 .例如 ， 
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em 3-7. 13, per SU ede He 1 大 . 当 我 们 


写 出 这 个 序列 第 n 项 的 公式 9 后 ,上 述 结论 就 一 目 了 然 
了 .这 个 公式 表明 ， 它 的 分 子 永远 比分 硅 小 . 因此 ,该 序列 中 决 不 
会 出 现 一 个 项 恰好 等 于 1, 或 存在 -- 个 项 大 于 1. 由 于 这 个 序列 
中 的 项 的 大 小 不 会 趋 于 兆 穷 ,我 们 就 说 它 是 有 界 的 一 一 即 不 管 
序列 变 得 有 多 长 ,其 中 的 项 的 值 都 是 有 限 的 .事实 上 ,对 于 上 述 
这 个 特 狐 的 序列 ,我 们 还 可 以 说 数 1 及 所 有 比 1 大 的 数 都 是 它 
的 界 . 序 列 中 没有 一 项 会 比 这 些 界 大 . 

现在 ,我 们 已 司 好 充分 的 准备 来 回答 数学 中 最 基本 的 一 
问题 了 . 当 我 们 考虑 序列 的 所 有 的 伍 时 ,其 中 是 否 窑 在 一 个 最 小 
的 界 ” 是 否 有 一 个 界 小 于 其 他 所 有 的 界 , 而 它 又 大 于 序列 中 的 
任何 一 项 ?” wpe 3. 7 19 .. ,回答 是 肯定 的 ,因为 上 人 恰 
好 是 才 Re iO. 我 们 称 1 是 该 序列 的 极限 . 当 我 们 任 选 一 个 
小 于 1 但 是 大 于 了 ) 的 数 ,那么 我 们 总 能 找到 序列 中 的 一 
这 个 数 大 .极限 概念 是 搭建 高 等 数学 大 厦 的 最 基本 的 积木 .学 当 
科学 与 数学 的 大 学 生 在 学 习 更 高 深 的 数学 之 前 ,必须 先 修 微 积 
分 课 ,而 在 微 积 分 课 上 首先 学 的 就 是 极限 . 

为 了 充分 认识 极限 概念 ,我 们 必须 理解 所 谓 的 极限 是 最 小 
的 界 这 层 含义 .说 -- 个 数 /是 某 序列 的 极限 , 意 指 该 序列 将 越 
来 越 接近 L 但 并 不 达到 它 . 事实 上 , 当 我 们 任 取 一 个 非常 小 的 
数 < ,那么 ,我 们 总 能 在 序列 中 找到 一 项 , 它 跟 上 的 差 小 于 e ,更 
在 可 以 给 极限 一 个 正式 的 定义 了 . 

FEM: 称 序 列 4i,4a,43，…,4 的 摄 限 是 工 , 如果 对 任 
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L- A, £28 5334 < ©. 

如 上 果 体 不 部 省 数学 中 的 定义 ,上 述说 法 儿 少 有 点 别提 和 绕 
5 天 .不 过 它 的 基本 概 全 不 难 理 解 m X sb Tue 555p n 
论 的 中 心地 位 .我 们 可 以 用 更 简单 的 术 滞 重 述 上 面 的 定义 : A 

Ans 等 等 这 些 数 的 值 起 来 越 接 近 工 的 秆 ,例如 , 刀 果 我 们 选 
定 一 个 非常 小 的 值 ,譬如 Danam wmRI Pm 
项 ,比如 第 N 项 ,使 得 第 入 项 之 后 的 每 -项 都 更 接近 于 上 ,其 差 
小 于 了 ~-*e. 我 们 用 图 来 说 明 这 一 点 { 敌 见 图 35) .我 们 考虑 的 序 


ADEF AE, S. FEE AT AR AR RUE 1. 如 果 你 取 一 个 


小 的 数 。, 比 如 说 它 等 二 6 665, 那么 我 们 能 在 该 序 别 中 找到 -- 


项 .使 得 在 它 之 后 的 项 比 { 1 - Cc 更 接近 1. xx LB. .项 呢 ? 
从 2 起 连续 地 取 2 的 蝎 高 的 苦 次 ,我 们 发 现 2 = 16 384. 因 此 ， 


序列 中 的 第 14 项 为 j8384. 这 个 分 数 十 分 接近 1. 事实 上 , 它 比 


l- sg gool EE FIRES BI L- e DERDE 1. 由 此 还 可 导 


出 第 14 项 之 后 的 项 部 以 比 (一 个 小 的 误 益 ?更 小 的 误差 接近 
1. 现 在 我 们 知道 .无论 选 的 e 多 么 小 ,总 能 够 在 序列 中 选 出 -- 
项 :使 它 跟 我 们 的 极限 1 的 差 小 于 s .这 就 满足 了 任意 接近 1 的 


EIE An An Ais 
2 一 | 2"- 251 2"-| 
m TU 0 7 wq 
一 OC 


10 060 
图 35 REALS. BUTE MRD AY e = T6556; 我 们 发现 从 序列 的 项 
Ay PR SU AR 1 zn Rb AB e. 
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要 求 , 就 这 个 具体 的 序列 而 言 ,我们 做 到 了 不 断 地 接近 CE VE 


性 沦 说 的 就 是 这 回 事 ) 而 并 不 真正 达到 1. 事 实 上 ,这 个 序列 中 
设 有 一 项 会 达到 或 超过 六 所 以 ,我 们 说 这 个 序列 收效 估 1 


EX: 有 家 限 的 序列 是 收效 的 ,否则 就 是 不 收 元 的 [或 者 说 


RLY), 
在 极限 的 定义 中 ,我 们 使 用 了 (5 T OERI WE, 这 是 为 
了 了 拓 应 可 以 从 两 个 方向 趋 近 我 们 的 极限 .例如 ， 序列 


“是 从 小 到 大 趋 于 1( 即 所 有 的 项 的 值 都 小 于 D .序列 


El 
E 
3 
27 
5.9.7 ga RAAB 1 emen tec 


4*'8'"lI 


SCARAB. BURN PAIS, Ee pies pee ARNERI 


Bt BR SRA), EA EB HAE TL Sp wT O A LC FR ALT 
采用 的 简单 的 极限 定义 ,把 这 种 情形 排除 存 外 了 . 

我 们 用 下 列 方式 表示 一 -个 序列 的 极限 是 L: 

lim (4,)=2 

其 中 的 符号 "lim" 代 表 极 限 (limib) ,极限 符号 下 面 的 a ~ RA 
项 数 n 无 限 地 增加 . A, 是 所 讨论 的 序列 的 缩写 .这 公式 表示 当 
项 数 趋 于 无 穷 时 该 序列 的 极限 为 了 -要 是 序列 发 数 ,我 们 用 FE 
表示 : 


lim (A,) =o, 
这 是 说 序列 中 的 项 将 无 限制 地 增 太 . 
再 举 历史 上 留 下 的 一 个 序列 的 铺子, 说明 一 个 数学 问题 能 
让 数学 家 迷恋 达 千 年 之 入 .大 家 还 记得 前 面 提 到 过 比萨 的 荣 吨 


外 ”作者 在 这 里 指 的 是 相间 了 辣 的 项 构成 的 两 个 译 庆 十, 袜 T. e 


fc . 言 , 语 ，…… 它 们 分 别 收 俩 到 1 和 0. 一 一 译注 
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纳 多 吧 .他 的 《算术 书 》 把 印度 一 阿拉 伯 数 码 引入 了 欧洲 , 那 是 
1202 年 的 事 . 他 的 另 一 个 名 字 是 斐 波 那 契 ,他 发 现 的 一 个 迷人 
的 数列 就 以 这 个 名 字 命名 .这 个 数列 很 简单 :1,1,2,3,5,8,13， 
21,…. 非 波 那 净 序 列 中 的 每 一 项 都 是 位 于 它 前 面 的 两 项 之 和 . 
当然 ,该 序列 是 发 散 的 ,我 们 用 它 的 极限 等 于 无 穷 来 表示 : 

lim 1,1,2,3,5,8,13,21,.…)= o, 

我 们 可 以 利用 斐 波 那 契 序列 中 用 邻 的 项 作成 的 分 数 来 构成 
ATA, WS 2,2, 5, E, gg Jte te mega 
波 那 契 序列 中 相 邻 项 组 成 ,而 让 两 项 中 较 大 的 项 作为 分 子 .这 个 
序列 收 伊 得 很 好 . 


m pre). 


我 们 不 是 十 希腊 数学 家 或 建筑 师 , 所 以 不 会 一 下 子 看 出 等 

号 右边 的 那个 极限 有 多 丰富 的 信义 .六 二 上 这 个 值 被 古 希 腊 人 称 

为 黄金 分 割 或 黄金 比 ,并 赋予 它 专门 的 符号 .希腊 人 因为 没有 

分 数 ,所 以 认为 这 个 值 是 两 个 长 度 的 比 , 即 长 度 (5 + 1) 和 长 度 

2 的 比 .图 36 画 的 是 直角 边 长 为 ;和 2 的 直角 三 角形 .根据 毕 

达 哥 拉 斯 定理 , 它 的 斜 边 等 于 ,5. 因 此 , 当 我 们 用 斜 边 (5) 与 短 

[55] 直角 边 (1) 的 和 除 以 长 直角 边 ( 即 2), 便 得 到 3 二 或 黄金 分 割 ， 


希腊 人 知道 一 个 矩形 当 长 边 为 六 +1， 短 边 为 2 时 看 起 来 很 美 


Ve 


2 
36 黄金 分 割 或 黄金 比 是 1+ ,5 与 ?之 比 , 并 被 赋予 符 导 f. 
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观 , 于 是 他 们 在 太 量 建筑 物 中 使 用 了 这 个 比 ,包括 雅典 著名 的 巴 
省 农 神 庙 .后 来 的 艺术 家 ,包括 菜品 纳 多 -过 :天 机 (Leonardo da 
Yinei) 在 内 ,也 都 使 用 了 黄金 分 制 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 使 用 五 角 星 
形 必 为 财 体 的 标志 ,而 五 前 星 形 中 出 韦 了 多 处 黄金 分 割 { 和 参见 图 
373. 

我 们 透 过 这 个 例子 已 稍稍 领略 了 使 数 学 家 们 迷恋 的 东 
Fu BUF xj 3s p] AH RO. SE DEBE SS OBB Ey b RS HEIDI 
黄金 分 割 为 极限 , m GR SN CABOS pj h LET £6 ta 5] 
几何 作 图 中 . 


G 
图 37 毕 达 哥 拉 斯 学 派 作为 团体 标志 的 五 角 星 形 . 其 中 合 有 多 处 黄 | 


AB CH iC 2DE EG /EG 
金 分 割 .# = Be = Be = HU EF TIDEN EFC 


TRARY AR AAS BRL PE RSS HELLA RA EN 
项 并 使 之 与 有 限 的 对 象 (极限 ) 联 系 起 来 .使 用 这 种 技巧 ,我 们 还 
能 去 发 党 数 系 中 理 藏 得 更 诬 的 秘密 ,从 而 揭示 那些 更 让 人 吃惊 
的 奇怪 的 新 数 . 
序列 作为 数 的 集合 ,有 时 很 难 整 合 到 数学 公式 中 ,因为 它 
《是 数 的 汇集 ) 并 不 是 普通 算术 中 的 一 个 数值 .实现 这 种 整 台 的 
— I5] 一 
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最 简单 的 办 法 是 利用 另 一 个 数学 概念 一 一 级 数 来 代替 它 . 


TDR AS Sk ,起 ,其 中 的 每 一 项 加 上 一 个 小 


量 全 可 得 到 下 “项 ,由 此 到 渐 趋 近 1. 具 体 地 说 , 它 可 改写 成 证 ， 
Start ate rt at gg tige o BR XU EE Y 
就 得 到 下 一 项 .此 时 ,这 个 序列 中 的 每 一 项 都 是 一 个 相 加 级 数 ， 
或 简称 级 数 . 
定义 : 级 数 是 一 组 数 的 总 和 . 
序列 是 许多 不 同 的 数 的 汇集 ,而 级 数 作为 一 个 “和 "只 是 一 
个 数 . 中 序列 一 样 ,级 数 可 以 是 有 限 多 上 项 的 或 是 无 限 多 项 的 . 
FEM: FRM AQ 42 Aa poco td, t+ ELGAR ST 
有 无 限 多 项 . 
上 述 线 数 是 有 穷 的 :3+9+ 27. 当 然 我 们 不 一 定 就 此 止步 ， 
HTEA— Att FP 232693 SM: 
349-274-8107, 
这 个 级 数 的 值 将 突破 任何 我 们 想 强加 给 它 的 极限 ,显然 它 是 发 
BEY 
EM: BAS BM BREL FR 00 , MARR Se oe, 
dr) Ep eR AC. 
INTELL RANT — PIEWTEiECDEROXBUSOR. FT, 


Wh EU AS AL BL A R FHE HCE HEC E 


BF HUTS i n S lc el TL 
+ 


c Bee oe EL 8 eRe Ee as BOR PET «A a BK 
BY > (sigma, PUM ERE RR ORM” HES 
后 吾 二 一 个 表示 求 和 对 象 的 式 子 .于 是 上 面 的 级 数 应 写成 


XE 
"EY 2^ , 
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Hop osa 的 取 值 汶 1,2,3,-- :在 六 符 导 下 端 所 栎 出 的 ”= 1 RAS 
BBO n= t RR TED IES LOST BU oe 表示 n BG BT 
有 的 白 然 数 , 整 个 符 导 上 长 未 对 所 有 的 项 求 和 上 后 得 到 的 一 个 数 .有 
时 我 们 把 十 面 的 符号 再 简写 为 沁 和 2) ,对 - 般 情况 的 级 数 记 作 
MA,. 

mx: RR A. Art Age +A, bt TERR 


Š (A), 
HPA, RAAMM Bn 项 . 
像 序列 - . 样 , 级 数 也 可 以 有 极限 .不妨 想像 一 下 ,如 果 我 们 
能 快速 地 把 级 数 引 {去} 中 的 无 限 多 项 加 在 一 起 ,那么 所 得 到 的 
值 是 多 少 呢 ? 它 可 能 是 1, 那么 1 就 是 该 级 数 的 极限 ,数学 家 当 
然 不 接受 这 种 说 法 ,他 们 不 喜欢 说 什么 "快速 地 把 无 限 多 的 "项 
加 起 来 ,觉得 它 太 含糊 . 内 此 ,我们 要 用 极限 的 定义 而 不用 "无 
限 * 多 项 的 说 法 .我 们 说 当 A, = LI BA, 有 极限 . 
EM: HANA, PRR BAR OPM 上 使 得 A = 
L. 
为 了 说 明 工 是 极限 ,我 们 必须 弄 清 楚 WE 
数 ) , 它 等 于 无 穷 级 数 所 有 的 项 相 加 的 各 . 
通常 ,我 们 能 够 以 级 数 的 第 a 项 来 去 示 该 级 数 的 构成 方 [1s8] 
式 .例如 ,对 于 级 数 计 + ee RIT S ( 1) sicing 
能 非常 方便 地 表示 级 数 ,并 告诉 读者 级 数 旦 如 何 构 成 的 .我 们 知 
道 许多 收 全 的 无 穷 级 数 , 有 些 级 数 很 值得 注意 : 


ll 
2*3*5*535*j1(* =“( gag) ==. 
l,l,l1,Hl LM 4). 
+++) 


I-3t5-3*3-775$ 

上 面 第 一 个 级 数 是 所 有 素数 的 倒数 之 和 .这 个 级 数 像 所 有 
自然 数 的 倒数 组 成 的 级 数 一 样 是 发 前 的 .第 二 个 级 数 是 所 有 自 
然 数 平 方 的 倒数 之 和 , 它 的 极限 是 伟大 的 数学 家 莱 昂 纳 德 ' 欧 拉 
(Leonhard Euler,1707 一 1783) 发 现 的 .注意 ,此 时 x 出 现在 极限 
中 .这 么 简单 的 级 数 怎 么 会 跟 圆 的 周 长 和 直径 之 比 联 系 在 一 起 
WE? 第 三 个 级 数 称 为 交错 级 数 , 册 为 各 项 的 符号 正 负 交 赫 出 现 . 
万 的 极限 中 也 含有 .事实 上 ,x BRE RRP BE. 
这 和 再 次 证 实 了 数学 中 存在 着 奇妙 的 联系 . 

A OS RR .序列 及 其 极限 的 概念 ,我 们 便 能 合 于 理性 地 来 讨 
论 事物 连续 变 比 的 属性 .在 高 等 数学 中 ,我 们 用 极限 概念 研究 那 
些 连 续 的 变化 而 不 只 是 像 自然 数 那 样 间断 的 变 比 ,因此 ,就 能 解 
开 曲 线 , 加 速度 和 运动 中 蕴涵 的 数学 奥秘 .要 是 我 们 没有 发 现 
“极限 ” ,现代 数学 和 科学 的 发 展 就 无 从 谈 起 ,理解 了 序列 、 级 数 
点 与 之 相伴 的 极限 .我 们 才 具 备 了 和 条件, 去 探索 数 系 的 下 一 次 伟 

.159】 大 的 扩张 一 无理 数 的 登场 ! 
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我 们 已 经 学 习 了 由 自然 数 进化 而 来 的 各 种 各 样 的 数 :分 数 、 
负数 以 及 零 .所 有 这 些 数 合 起 来 叫做 有 理 数 .在 普通 的 日 常生 活 
中 ,每 个 人 对 这 种 数 都 十 分 熟悉 ,从 结算 帐 目 到 玩 一 十 一 点 牌 戏 
都 要 用 到 它 .我 们 现在 开始 学 习 一 类 数 , 大 多 数 人 对 这 种 数 要 么 
一 无 所 知 , 训 人 么 只 是 许多 年 前 在 高 中 代数 课 上 过 到 过 .不 过 ,这 
些 新 数 确实 令 人 了 吃惊, 它 能 让 数学 家 和 门外汉 都 感到 眼花 红 乱 ， 
困惑 难 解 . 

让 我 们 拿 代数 方程 的 情况 来 分 析 一 下 .看 看 为 什么 自古 和 硕 
腊 以 来 的 数学 家 在 他 们 原 以 为 可 以 解决 的 问题 上 ,我 不 出 它们 
的 所 有 的 解答 .负数 解决 了 如 x +5=0 这样 的 初等 方程 问题 . 
当 人 人们 接受 了 负数 ,这 个 方程 的 解 就 起 - 5. 但 x* -2=0 的 情形 
及 如 何 呢 ? 摘 句 话说 ,什么 数 乘 上 它 自 己 等 于 2 WE? WEED BF 
拉 斯 时 代 以 来 ,数学 家 就 知道 2 的 平方 根 不 能 用 分 数 表 示 ,因此 
它 不 是 有 理 数 ,所 以 ,为 了 求 出 代数 方程 的 所 有 的 解 , 光 有 有 理 
数 集合 显然 是 不 够 的 .是 否 存 在 着 其 他 的 数 ( 韭 有 理 数 ,或 者 说 
无 理 数 ) 能 够 解 出 这 样 的 方程 呢 ? 我 们 再 来 考虑 我 们 的 数 线 .图 
38 给 出 了 从 0 到 2 之 问 的 一 段 数 线 .我 们 把 两 直角 边 均 为 工 的 


直角 三 角形 的 余 边 放 在 数 线 上 方 ,并 让 这 一 线段 的 左 端点 正 对 【161] 


应 于 0 的 上 方 .此 时 田 一 器 点 对 应 于 数 线 上 的 哪个 点 呢 ? 从 毕 
达 哥 拉 斯 定理 可 知 ,这 线段 的 儿 何 长 度 应 为 2. 如果 我 们 将 .长 
线段 的 那个 端点 出 下 方 的 数 线 上 落下 ,那么 它 在 数 线 上 对 应 的 
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那个 点 肯定 不 代表 有 理 数 .这 就 是 我 们 希望 得 到 的 与 2 对 应 的 


点 : 它 显然 跟 有 一 个 点 与 数 2 对 应 一 样 清楚 明白 .我 们 称 这 个 新 
数 为 无 理 数 .与 数 线 上 这 个 点 相对 应 的 数 是 这 一 类 数码 ? 


"ES 
Mm 
0 i 2 
Hi38 fa RADA ER EE OX Rr eg pas ex LER EE RT - 
TUER GE CETERI Be RT AES Un T RECS EG) 


Er LOK , J2389C BE HR IA, Du Xo JC R BO I CERE 
有 其 他 无 理 数 存在 的 例子 呢 ? 由 于 我 位 已 经 证 明 过 .六 是 无 理 
数 ,所 以 我 们 很 容易 证 明 ,3 ,5,.6 以 及 那些 本 身 为 非 平方 数 的 
所 有 自然 数 的 平方 根 也 都 是 无 理 数 .显然 .4,.5, vi6 是 有 理 
数 ,但 所 有 非 平方 数 的 平方 很 都 是 无 理 数 .这 意味 着 必定 存在 着 
无 穷 多 个 无 理 数 .我 们 还 可 以 通过 相 加 作出 很 多 无 理 数 ,例如 其 
HIT 2+ 2 的 数 必定 也 是 大理 数 .为 了 证 明 这 一 结论 ,我 们 可 
以 使 用 先 假设 该 数 为 有 理 数 继而 推出 孝 盾 的 反 证 法 .假设 2+ 


“2 是 有 理 数 , 则 存在 两 个 自然 数 =,5 使 得 2+vZ= J AFRA 
UEA 2 48/2 = $ — 2. 等 式 右边 显然 是 有 理 数 ， Ay an 2 


都 是 有 理 数 . 这 意味 着 等 式 左 边 的 ,有 也 是 有 理 数 ,而 我 们 已 经 知 
道 它 不 是 .这 一 矛盾 就 证 明了 2+ 3 必 为 无 理 数 . 自然 ,我 们 可 
以 利用 很 多 种 方法 作出 有 理 数 和 无 理 数 的 组 合并 可 以 用 同样 的 
逻辑 证 明 所 得 的 结果 是 无 理 数 . 这 表明 有 理 数 与 读 理 数 的 无 穷 
多 种 组 全 可 产生 出 更 多 的 无 理 数 . 

到 目前 为 止 ,我 们 只 考虑 了 自然 数 的 平方 根 ,但 还 有 更 多 得 
IRRE .考虑 方程 x 25-0. EM x H x = 25 T2 EERK 
着 一 个 数 接连 两 次 乘 以 它 自身 之 后 等 于 5. 这 是 一 个 立方 根 ,也 
是 无 理 数 . 依 此 类 推 ,我 们 可 以 定义 其 他 的 n 次 方 根 { 其 中 是 
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一 个 小 定理 , 它 告 诉 我 们 自然 数 的 哪些 方 根 可 能 是 无 理 数 . 
定理 : w n fa x £p IRE a 的 nn oEXÉGE XE ZEE S B 
l 仅 当 a 是 另 一 个 自然 数 的 KR, 否则 它 一 定 是 无 
理 数 . 

例如 , 问 9 的 平方 根 是 无 理 数 还 是 有 理 数 ? 因为 9 是 3 的 
平方 ,3 是 自然 数 ,9 的 平方 根 就 是 有 理 数 .考虑 9 的 立方 根 . 它 
BAHD? 我 们 知道 9 的 立方 根 不 是 有 理 数 ,因为 2 的 立方 
是 8, 而 3 的 立方 是 27. 因 此 ,9 的 立方 根 必 是 2 与 3 之 间 的 数 . 
无 论 它 是 几 , 它 总 妇 不 是 自然 数 .因为 它 不 是 自然 数 , 根 据 上 面 
的 定理 , 它 就 必定 晨 无 理 数 .类 伺 地 ,8 的 立方 根 是 有 理 数 ,因为 
8 是 2( 一 个 自然 数 ) 的 立方 ,但 8 的 平方 根 就 是 无 理 数 ,因为 它 
不 是 自然 数 . 

对 于 上 面 得 到 的 每 个 无 理 数 ,我 们 都 能 画 出 对 应 于 该 数 的 
一 个 几何 量 ,并 将 它 安 置 在 数 线 上 ,一 个 端点 放 在 0 点 上 方 , 另 
一 端点 往 下 落 ,我 们 就 得 到 数 线 上 的 一 个 点 , 它 不 会 对 应 于 有 理 
数 . 于 是 , 数 线 上 必定 充斥 着 这 些 “* 无 理 " 点 . 

我 们 称 这 样 的 新 数 是 无 理 数 , 但 这 仅 是 个 名 称 而 已 .为 了 更 
好 地 理解 无 理 数 ,我 们 必须 注意 有 理 数 的 两 个 特征 .其 一, 有理 
数 是 单 序 的 . 

EX: 一 个 集合 中 的 数 称 为 单 序 的 ,如 果 下 列 两 个 条 性 成 

aE} 

0) 对 全 全 中 任意 两 数 AH BLAD>B,B>A RA = 
B 三 者 中 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 评 . 

2) 车 4,B,C 是 集合 中 的 三 不 数 , 且 车 4>8,8> 
C, A» cC. 

对 于 委 然 数 而 襄 ,上面 两 个 条 件 似乎 是 不 言 而 喻 的 ,我 们 在 
计算 时 ,早已 习惯 了 使 用 这 两 个 条 件 . “任意 两 个 整数 如 果 不 相 
等 就 必须 是 一 个 比 男 一 个 大 "这 种 说 法 似乎 太 幼 稚 了 .然而 , 那 
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些 陌 生 的 无 理 数 是 否 保 持 这 种 序 还 不 清楚 . 当 我 们 注视 有 理 数 
人 时 ,我 们 会 “看 到 "它们 的 序 ,这 跟 我 们 使 用 的 数 系 有 关 . 通 过 观 
察 ,我 们 知道 27 991 th 3990 大 ,而 0.199 987 比 0.199 998 小 ， 
实际 上 , 数 的 符号 已 告诉 了 我 们 数 的 次 序 . 但 y2.y3 是 否 等 于 y6? 
如 不 等 ,哪个 看 大 ?这 个 例子 说 明 现 行 移 数 系 并 不 是 总 能 揭示 
无 理 数 的 次 序 的 .我 们 也 许 谍 提 出 这 样 的 问题 : 泡 理 数 也 和 有 理 
数 -- 样 昆 单 序 的 吗 ? 

第 二 个 问题 跟 封 六 性 (或 简称 为 亲 性 ) 有 关 . 我 们 在 前 面 定 
XHBRBIME. -个 集合 在 一 种 运算 下 是 封闭 的 , 意 指 每 次 对 集合 
中 的 元 素 做 这 种 运算 所 得 的 结果 仿 然 在 集合 内 .例如 ,自然数 在 
加 法 和 乘法 运算 下 都 是 封 闲 的 {或 简称 为 闭 的 ) .这 就 是 说, 任何 
两 个 自然 狂 相 加 得 到 的 仍 是 自然 数 ,任何 两 个 白 然 数 相 且 得 天 
的 还 是 自然 数 . 

但 加 法 与 乘法 的 逆 运 算 一 一 减法 和 除法 对 自然 数 集 不 是 封 
闭 的 .例如 7- 12= -5. 两 个 自然 数 相 减 会 得 到 负数 .如 果 我 们 
将 两 个 自然 数 相 除 , 在 钨 大 多 数 情况 下 得 到 的 是 真正 的 分 数 而 
不 是 整数 ,为 一 方面 ,所 有 的 有 理 数 (自然 数 ,负数 ,分 数 和 零 ) 在 
四 种 基本 和 运算 下 都 是 封闭 的 .除了 0 不 能 做 除数 以 四 .所 以 我 们 
可 以 说 有 理 数 实际 上 是 封 六 的 .我 们 现在 知道 为 什么 封闭 性 是 
一 种 重要 的 性 质 . 它 告 诉 我 们 进行 算术 运算 时 一 定 会 得 到 另 一 
个 有 理 数 

如 果 将 无 理 数 和 有 理 数 台 在 一 起 考虑 , 情况 会 怎样 昵 ? 此 
时 仍然 能 保持 封闭 性 吗 ? 我 们 立刻 可 以 看 出 无 理 数 本 身 不 是 封 
闭 的 ,因为 我 们 有 {v2)"(y2) = 2. 这 个 式 子 是 说 有 了 两 个 无 理 数 相 
乘 得 到 了 了 有理数 .更 大 的 问题 在 于 把 无 理 数 和 有 理 数 合 在 -- 起 
考虑 ,它们 是 否 失 去 了 封闭 性 .如 果 我 们 对 无 理 数 进行 算术 运 
算 ,答案 会 不 会 是 些 奇怪 的 不 是 数 的 东西 呢 ? 

无 理 数 给 数学 家 带 来 的 国 烦 下 光 是 封闭 性 和 序 的 问题 . 8 
代 的 数学 分 析 的 基础 是 微 积 分 ,而 微 积分 的 基础 是 极限 理论 .最 
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近 一 个 极限 点 ,但 能 否认 为 有 所 有 的 极限 点 都 代表 合法 的 数 呢 ? 
会 不 会 因为 无 理 数 理论 不 能 稳固 地 建立 在 有 理 数 的 概念 之 上 ， 
而 导 歼 高 等 数学 成 为 空中 楼 阅 而 必然 倾倒 呢 ? 


EX && va e Hr B Eb 


TE PRI AG BBR HELP Rh BE 27 Gs eT, PRATT 25 FH JL SE FR] E 
顾 一 下 古 希 戏 人 是 怎样 对 付 它 们 的 .前 面 我 们 说 过 ,2 的 发 现 使 
希腊 数学 家 感到 图 惑 ,因为 他 们 找到 了 一 条 线段 , 它 不 能 用 和 白 然 
数 (他 们 仪 能 接受 的 数 ) 的 比 来 表示 .这 一 发 现 导致 了 几何 和 人民 
数 的 分 离 ,因为 不 能 将 所 有 的 几何 对 象 玫 用 代数 来 表示 . 欧 几 里 
得 几何 使 用 的 证 明 依 赖 于 这 样 的 思想 ; 妃 何 基 ( 长 度 . 面 积 . 体 
积 ) 之 间 都 是 可 以 所 相 比 较 的 .然而 .这 些 量 中 包含 有 不 可 公 度 
的 长 度 .这 种 其 之 间 能 互相 比较 码 ? 希腊 几何 学 家 需要 一 种 关 
FRA AEM BE 

生 于 小 亚细亚 尼 多 斯 (Nidus ) 的 欧 多 克 索 斯 (公元 前 408 年 
一 前 355 年 ) 是 柏拉图 的 学 牛 ,后 来 成 为 一 位 伟大 的 希腊 数学 
家 .他 同时 也 是 医生 和 天 文学 家 ,用 于 解释 天 体 运 行 的 问心 球 理 
论 就 是 他 的 创造 .他 提出 了 一 种 比例 理论 来 解释 如 何在 也 何 中 
使 用 不 可 公 度 量 . 他 的 比例 理论 保存 在 欧 几 里 得 ¢ 儿 何 原本 }》 的 
PEF. ATHERE RA EER SR ATE 
REE, AA 19 thes ARE ERRE . EARE AL 
里 得 的 著作 , 友 映 了 当时 希腊 人 为 搞 清 这 一 概念 而 进行 的 奋斗 . 


称 第 一 量 比 第 二 量 跟 第 三 量 比 第 四 量 有 相同 前 比 , 如 
票 对 第 一 量 与 第 三 量 取 任 何 相同 的 倍数 ,又 对 第 二 量 
与 第 四 章 取 任何 相同 的 ( 噶 一 人 个) 倍数 之 后 ,由 前 两 小 
量 的 倍数 之 间 的 大 于 .等 于 或 小 于 的 关系 ,使 有 后 两 个 
3bdédA oW te KA 2 
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这 种 高 深 美 测 的 定 文 可 能 意味 着 什么 呢 ? 看 来 , 欧 多 克 索 
斯 必定 曾 彻夜 宽 思 芒 想 ,试图 弄 清 楚 (最 后 要 通过 欧 儿 里 得 之 
手 ) 别 人 都 不 懂 的 东西 .要 理解 他 的 陈述 ,我 们 必须 记 住 希 腊 数 
学 的 两 个 特点 .首先 , 欧 多 克 索 斯 不 去 谈论 数 而 是 在 讨论 量 .这 
是 两 样 不 同 的 东西 ,彼此 并 无 关系 -第 一 ,希腊 人 没有 分 数 ,所 以 
他 们 总 是 说 数 的 比 和 量 的 比 .我 们 的 分 数 季 村 他 们 来 说 是 2;3. 
由 于 几何 的 缘故 ,他 们 也 去 谈 儿 何 量 的 比 而 不 是 数 的 比 .例如 ， 
他 们 知道 两 个 贺 的 面积 之 比 等 于 两 加 直 么 平方 之 比 .我 们 可 以 
将 其 表示 为 
(H A 之 面积 ):( 国 日 之 面积 ) = (MASSEY OBS B x GER. 


希腊 人 必须 确保 ; 当 这 些 基 的 比 含有 不 可 公 度 的 长 度 时 ,它们 之 
间 的 次 序 甘 系 仍然 成 立 . 换 人 名 话说 , 当 他 们 的 几何 证 明 泪 及 不 可 
会 度 的 长 度 之 比 时 ,其 证 明和 是否 还 成 立 ? ERS RE Go ors 
XE X. IL ABC PES AR Ek BP np HH 65 A 2 FE. TE PP E p ui IR S9 d 
我 们 用 下 列 标记 :第 一 个 :第 二 个 = 第 三 个 :第 四 个 . 

RS Fe TLE AS 一 个 和 第 二 个 是 跟 第 一 个 和 第 四 个 量 有 
相同 的 比 , 如 内 我 们 将 第 一 个 与 第 三 个 乘 以 同一 个 明 , 将 第 二 个 
与 第 四 个 乘 以 另 一 相同 的 量 , 则 所 得 的 第 一 与 第 二 量 之 间 的 序 
关系 将 在 第 三 个 与 第 四 个 中 得 以 保留 . 

这 种 解释 看 起 来 简单 ,但 实际 上 计 太 觉得 很 含混 .我 们 用 一 - 
个 例子 来 型 请 他 的 意思 .我 们 指定 四 个 量 的 长 度 为 3:6= 7:14. 
此 时 有 不 等 式 3<65 和 7<14. 隐 条 殉 索 斯 说 ,如 此 我 们 对 3 种 7 
SEULFE— BE 4, 并 寻 6 和 14 乘 以 任 -- 基 8, 则 3 和 6 经 变 模 后 
的 序 关系 与 7 和 14 Zl a HEC BHI EA =5,8 -2. Uk 
乘法 后 得 

A-3: B-G— A-7: H-14. 或 15:12 — 35:28. 
WA 15212,3522 28. REJE VL 5:81 2 ZR FIF EE BS HE o SR d 
Ie] . 欧 多 克 索 斯 的 定义 说 ,对 于 相同 的 两 个 比 ,无论 4 0B 的 值 
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是 什么 ,都 能 使 对 应 量 之 间 的 序 保持 相同 .这 实际 上 给 出 了 希腊 
儿 和 [学 中 的 由 比 组 成 的 晤 的 定义 .然而 ,二 不 是 数 ,] 和 佣 日 定义 中 
引入 了 对 所 有 的 4 AB 都 要 洪 足 的 要 求 ,这 样 一 来 , AR p 
TRAE ROR. E e rx ER 1 PESE TL ie Re 
求 , 但 当中 到 需要 算术 或 是 要 对 无 理 数 建立 一 个 健全 的 理论 其 
REST, S mS EE EB AR ERU S . 

PERS Hh JOBS ge D RUE C i s ROT a A RB 6 A XC 
REP AGES d aridi ee dip b 0). ED BE AL. He E E E RE 
d LIA ICH 23 20 ERIT 8E Ee «SER Bed 
受 ,2 和 .3 为 所 求 问题 的 解 . 另 一 个 昔 名 的 数学 家 是 奥马 - 海 亚 姆 
(Omar Khayyam ,29 1050 一 -1123) , (ETE FU A EA rA ifi fal & HAS 
ARAILE A ARET P8 A f ft e E BE HO FE CE E N 
程 的 解 . 他 也 为 定 交 无 理 数 花 费 了 一 番 功 去 . 

在 几乎 整个 直 世 纪 ,欧洲 的 数学 家 只 承认 自然 数 和 分 数 可 
以 作为 方程 的 解 . 随 着 代数 符号 化 的 进步 , 老 的 修辞 方法 最 终 被 
扫 弃 了 . 当 用 词语 表达 的 代数 被 符号 代数 皮 代 时 .负数 和 无 理 数 
《表示 成 整数 的 笠 方 根 形式 ) 就 淅 渐 邮 开始 被 接受 为 解 了 .例如 ， 
如 果 在 修辞 代数 中 说 -七 只 革 中 少 掉 十 -IDIRS RES PU HRS, SA 
难以 想像 .“ 负 四 只 和 势 ”" 到 底 是 什么 意思 呢 ?” 往 车 使 用 符号 ,我 们 
写成 7-11= -4, 就 避 开 了 这 个 困难 .代数 的 抽象 化 ,使 数学 家 
开始 使 用 负数 和 无 理 数 , 但 对 于 它们 到 底 是 什么 ,在 那个 年 代 还 
没有 任何 为 人 们 所 接受 的 定义 . 

有 三 位 数学 家 , 人们 常常 认为 他 们 是 最 伟大 的 , 即 阿 基 米 
德 , 伊 萨 克 ' 4 BBE (Sir Jsac Newton) 和 高 斯 ,高 斯 (1777 一 
1855) 出 生 十 … 个 劳动 者 的 家 庭 , 从 孩童 时 代 起 就 显示 出 了 巨大 
的 天 赋 , 正 是 他 推动 了 人 们 去 接受 无 理 数 (图 39) .在 学 生 时 代 ， 
他 写 了 了 ~- 部 杰作 《算术 和 研究》 Disquisitions Arithmeticae) ,是 他 的 
博士 论文 .然而 这 部 手稿 被 拖延 了 二 年 才 出 版 . 在 这 期 间 , 为 了 
拿 到 学 位 ， 他 义 写 了 另 -- 篇 短文 ， 此 文 于 1799 年 他 22 岁 时 出 

— J61 — 


[167] 


图 39 RR dB SERRE ES19L.1777—1855 CIE BH FG ID RR EE, RR PR 
RIN, ESEE EM) 


ik FESR — BS De Be ak BA E53 A 9 TOC OR 
H” .还 有 哪个 定理 能 比 它 更 著名 呢 ! 这 个 定理 说 :每 个 合 有 一 
个 坟 知 数 的 多 项 式 方程 宣 至 少 有 一 个 解 ( 或 称 为 根 } .这 个 定理 
的 推论 说 , 解 的 个 数 与 未 知 数 的 最 高 短 次 一 样 儿 .因此 下 州 多 项 
式 方 程 

AgX™ + A Xo) 40-54 A, 3X7 FA, X + An- 4X +A, =0 


中 ”名 项 式 方程 是 - -种 方程 ,其 左边 为 一 个 或 于 个 未 若 数 ( 一 般 为 x， 
y 等 等 ) 的 一 些 帘 次 并 乘 以 称 为 系数 的 数 . 方 程 右 边 一 般 导 0. 如 5x?+3x 
-4=0 是 有 一 个 未 知 数 的 .系数 为 3. ANSE. 
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TB n 个 解 .在 有 些 情 形 下 ,我 们 会 得 到 相同 的 解 ,例如 方程 


x? lOs 425 2 0, Ei RJ; EA EZ (x — 5)(x — 5) c O, s Bf 
AH BT AE GE 5. FR TSE A E REGE RUP x^ - 2 = 0 这 样 
HARANT. EX AR AE 2-2, A. 
E] ut , ER SNR REAR oe FTE , gn c ESSA THES RE A 
程 的 解 . ri RR TO Pl, S o A E SA 53 — 28 6 39 E 
MST IY T iB. 

随 着 高 斯 在 19 EA AU FP E Die T ESI. 人们 又 
ARSE St EERTE EH PRR BIER TRU DE ELSE XL. 


美妙 的 戴 德 金 分 割 


当 走 到 无 理 数 的 现代 定义 面前 ,探索 它 的 奥秘 时 ,我 们 颇 感 
KEL 有理 数 的 岂 史 如 此 您 长 ,以 全 无 法 说 清 是 什么 时 候 、 是 哪 
一 在 在 数 他 (或 她 ) 的 于 指 时 ,突然 醒 情 道 :“ 响 了 暗 ! 自然 数 1" 我 
们 也 无 法 弄 清楚 发 现 分 数 或 负数 的 数学 家 的 具体 想法 .而 建立 
无 理 数 的 岂 辑 基础 是 离 我 们 不 太 远 的 事 ; 我 们 甚至 可 以 站 已 去 
购买 和 阅读 那些 美妙 的 文章 .无 理 数 的 定义 出 现 于 19 世纪 伟大 
的 德国 数学 家 理 查 德 ' 戴 德 爹 (Richard Dedekind, 1831—1916) 
的 一 份 薄 薄 的 手稿 中 ,文章 名 为 "连续 性 与 无 理 数 ".3 任 何人 拿 
起 这 简 文 章 坐 下 来 读 它 , 几 分 钙 就 吕 读 完 .就 是 这 样 简明 ,而 又 
Aim Ae ARH M. 

ite a ^E RIS TR 6 i YE Brunswick), 17 岁 时 进入 大 
学 ,1852 年 21 鸭 时 获得 格 了 耳根 (Gottingen) 大 学 博士 党 位 ,他 的 
导师 就 是 著名 的 高 斯 ， 

MARIS 1858 年 就 发 现 了 他 的 理论 ,但 一 直到 1872 年 
发 表 . 在 "连续 性 与 无 理 数 “一文 的 开头 .他 说 他 不 满意 微 积 分 
中 使 用 的 连续 性 概 鳄 ,因为 它 依 顿 于 从 儿 何 学 中 借 米 的 概念 .在 
深思 总 虚 之 后 ,他 在 1858 ip 1t A 24 日 得 出 了 他 自己 的 解决 办 
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戴 德 金 做 的 第 一 件 事 就 是 定义 由 所 有 的 有 理 数组 成 的 集合 


为 系统 RAR AGL. ROP SRA MOE 


I. th a>b,b>c, Marc. EX afe 是 两 个 不 
CRA EAR ,而 户 坟 于 其 中 的 一 个 且 小 天 另 一 个 , 那 
么 ,根据 几何 的 岂 发 ,我 们 将 毫 不 犹 隔 地 简 述 为 :5 eRe 
fre 之 间 . 

ll. 9X a.c 是 两 个 不 同 的 数 , 则 有 无 限 多 个 数位 于 
a,c Ż f]. 

M. wR e 是 任 一 给 定 的 数 , 则 系统 R 中 全 部 的 数 分 
为 两 类 41 fO AQ — 3E, cA HORE HH, AA, 
由 所 有 小 于 a 的 数 al 组 成 ,第 二 类 AS DU d ED XU a 的 
ka 组 成 . 数 a 本 身 可 随意 被 指定 为 属于 第 一 类 或 第 二 
类 ,于 是 它 或 为 第 一 类 中 最 大 的 数 或 为 第 二 类 中 景 小 的 数 . 
无 论 包 神情 形 都 已 将 数 系 分 为 两 类 A, M Az, 使 得 第 一 类 
A, 中 的 每 个 数 都 小 于 第 二 类 AS 中 的 每 个 数 .4 
EXER Edd ud d Rd sS CETT a ONE mU 


律 我 们 已 经 磁 到 过 , 它 说 明 有 理 数 是 有 序 的 .第 二 条 规律 说 明 在 
任意 两 个 有 理 数 之 闻 存 在 无 限 多 个 数 .第 三 条 规律 表明 了 他 的 
思想 的 实质 . 它 说 明 每 个 有 理 数 都 将 全 部 有 理 数 分 为 两 类 ,使 得 
第 一 类 中 的 每 个 数 都 小 于 第 二 类 中 的 任 一 数 .作出 这 个 分 类 的 
有 理 数 可 以 算 在 两 类 的 任何 一 类 中 . 它 可 以 是 4 类 中 的 最 大 
数 或 是 A 类 中 的 最 小 数 . 


到 目前 为 止 ,我 只 引用 了 戴 德 侈 有 关 有 理 数 的 论述 . 当 他 准 


备 去 定义 无 理 数 时 ,他 只 是 从 第 三 条 规律 中 去 掉 了 由 一 个 有 理 
数 将 全 部 有 理 数 分 为 两 类 的 要 求 .他 这 么 做 正确 吗 ? 他 说 : 


如 果 现 在 给 定 任 一 种 分 类 将 系统 尺 DA ALF ALB 
类 ,上 且 这 种 分 类 仅仅 具有 下 面 特 殊 的 性 质 :每 个 AL? 
的 数 aso F 4 中 的 每 个 数 , 于 是 为 了 简便 起 见 , 我 
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们 将 这 种 分 类 称 立 为 分 制 (Schnit) 并 记 之 为 【41， 
Ay). 


RTAS H, Ai A eS E RE SL TARA, BU 
BALE? 他 为 什么 要 用 分 割 来 到 代用 点 的 概念 将 数 
线 上 的 有 理 数 分 为 两 类 呢 ? 我 们 必定 记得 ,他 要 让 无 理 数 的 概 
念 跟 诸如 点 和 线 这 样 的 几何 概念 分 离 . 在 上 述 关 于 分 割 的 定义 
牛 ,和 他 做 到 了 这 点 .因为 他 依靠 两 个 数 类 来 定义 分 割 , 其 中 第 一 
类 中 的 每 个 数 都 小 于 第 二 类 中 的 任 一 个 数 . 他 聪明 地 避免 提 到 
线 或 点 . 

他 定义 了 分 大 ,但 并 没有 说 将 怎样 去 实施 分 割 . 我 们 已 经 知 
道 , 利 用 任何 一 个 有 理 数 都 可 以 产生 一 个 分 割 ,现在 的 问题 是 ， 
不 使 用 有 理 数 是 否 也 能 作出 这 种 分 割 . 戴 德 金 是 这 样 回答 的 : 


很 容易 证 明 存 在 无 限 多 个 不 是 由 肖 理 数 产 生 的 分 割 ， 
下 述 例 子 最 能 说 明 问 题 . 
设 卫 是 正 整数 ,但 它 不 是 某 个 整数 的 平方 . 则 看 
在 一 个 正 整 孝 1, 佳 得 [t71 
A*«D«(A «1»? 
如 果 我 们 指定 第 二 类 A, 中 的 数 ez 为 尾 何 平方 大 
于 号 的 正 有 有 理 数 ,所 有 其 他 的 有 理 数 a 都 属于 第 一 
类 41. 这 样 的 分 类 得 出 一 个 分 割 (A1, Ad), PP EA AC 
ai« ERM ag. ee 这 一 人 分割 不 是 击 月 理 数 产生 
$5,9 


这 段 证 说 的 是 什么 呢 ? 首先 ,他 指出 每 个 本 身 不 是 某 个 自 
然 数 平方 的 整数 DD, 必 介 于 两 个 相差 为 1 的 整数 的 平方 之 间 . 例 
An sfr 4419 ZB} Ai 4 = 2?,9 = 了 .于 是 他 可 以 选取 其 平方 
大 于 5 的 所 有 正 有 理 数 组 成 4;. 用 这 种 聪明 的 办 法 , 戴 德 金 得 
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到 了 用 来 定义 .号 的 分 割 ,而 号 是 一 个 无 理 数 .注意 ,在 他 定义 分 
割 时 只 用 到 了 有 理 数 .这样 就 避免 了 用 无 理 数 来 定义 无 理 数 . 

第 二 个 例子 .我 们 可 以 按 下 述 办 法 为 无 理 数 ;?2 确 定 一 个 分 
Hit A. 包含 所 有 其 平方 大 王 2 的 正 有 理 数 ,所 有 其 他 的 有 理 
数组 成 4 -到 这 里 你 得 任 细 想 一 想 IH TRU DE SR ICTB LIE Bl 
戴 德 金 在 1858 *F 11 月 24 日 所 经 历 的 那样 .注意 图 40, 它 显示 
了 2 和 ,3 在 数 线 上 的 位 置 . 现在 来 想象 任何 大 于 2 的 有 理 数 (在 
“2 的 右 方 ). 我 们 知道 那 种 有 理 数 的 平方 必 大 于 2. 


FaR 4, vT AEM A; 


o l 2 3 

图 4 -DRIE BRUT (th AP BE eo 的 有 理 数 组 
成 A CHEV 2 Ac ae O. A ARO CE) Ay BE ACEN 
LOB RER 0. eR, AY TOC. 


TORR LIT ARID T, UER i A BE SR SS A E 
2] 数 分 了 类 ,由 此 戴 德 金 定义 了 无 理 数 . 


RH, GRAY —4- da dE EEG > AP SICA, 
A2), 我们 就 造 出 了 一 个 新 数 e. 它 是 个 无 理 数 .我 们 说 
它 完 全 由 分 割 (41,.42) 所 确定 ;我 们 还 将 说 数 a 对 应 
Tit PRA, 42), RHE FETIP SM TAA 
ELL RE AR EO EE AA 8S ERG 
SX AGER t AGG TS RE HO SCR Bag, b Hos 
"C dI pb a HA ER EL 66 2-9). ? 


由 所 有 有 有理数 和 和 无理 数 共同 组 成 的 数 集 叫做 实数 集 .通过 
用 分 割 ( 那 是 无 限 和 多 个 有 理 数 的 集合 ) 来 定义 所 有 的 实数 , 戴 德 
金 实 质 上 已 经 在 使 用 无 限 集 来 定义 数 了 .因此 ,我们 的 数 系 是 以 
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FCS ARATE 29 77^ 88 AE AY ch RAM ee FG — BE: 
来 表述 数学 的 基础 ， 

戴 德 金 不 仅 定 广 了 无 理 数 , 他 还 进一步 利用 分 制定 义 了 实 
数 的 加 法 运算 .一 日 完成 了 这 一 步 ,实数 的 其 他 三 种 算术 运算 就 
比较 人 窜 易 定义 了 .他 的 定 头 使 他 断定 ,对 实数 (有 理 数 或 无 埋 数 ) 
实施 四 种 算术 运算 后 所 得 到 的 结果 永 近 还 是 一 个 实数 { 零 作 除 
数 的 情况 除外 ) .这样 他 就 知道 实数 系统 具有 封闭 性 ,从 而 断定 
一 个 简单 的 等 式 成 立 :2 " 43 一 46. Zk, Meee 为 无 理 数 建 立 
了 一 个 安全 的 基础 .现在 我 们 可 以 来 问 :无理 数 究竟 旦 什么 ? 


十 进 小 数 之 趣 


十 进 小 数 体系 的 发 明 给 计算 带 来 了 巨大 便利 , 它 使 用 一 个 
点 将 一 个 数 的 整数 部 分 和 分 数 部 分 分 于. 分数 世相 加 . 减 是 特别 


朵 烦 的 ,有 时 比较 它们 的 大 小 也 很 困难 .例如 , 寻 和 4 哪个 天? 


很 难 一 眼看 出 答案 H RITARA EA Bo EIRT iet 


就 能 立刻 看 由 答案 :因为 各 = 0.287 7, mit = 0.276 6. 从 它们 


的 小 数 形式 我 们 知道 守 是 较 大 者 . 

二 进 分 数 最 早 星 在 文艺 复兴 时 期 引入 的 . 1492 年 , 弗 朗 切 
EHEH MIA EN (Francesco Pellos, 1450—1500) BR T A SR CUR 
HEED Compendio de lo abaco) 一 此, 书 中 出 更 了 使 用 点 来 标记 
分 母 为 10 的 罕 次 的 分 数 . 引 古 代 巴 比 伦 人 人 一直 使 用 以 60 为 基 
底 的 60 进位 制 分 数 .西方 天 文学 一 直 采 用 六 十 进 制 分 数 作 度量 
标准 ,在 中 世纪 的 黑暗 时 代 也 用 这 类 分 数 进行 普通 的 计算 TER 
洛斯 之 后 的 一 段 时 期 ,人 们 还 在 使 用 60 进位 制 分 数 , 最 后 ,法 国 
FACS FR IE BARE BL IA (Francois Vitte，1540 一 1603) 力 主 使 用 十 
进 制 体系 .在 约翰 - 纳 皮 尔 (John Napier,1550 一 1617) 引 入 区 分 
整数 部 分 和 分 数 部 分 的 小 数 点 后 .十 进 小 数 就 为 大 众 所 接受 了 。 
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现代 的 小 数 系统 是 一 种 简 记 法 , 它 实际 上 是 把 分 数 表示 为 
ACT BEDS 10 的 舍 次 的 分 数 之 和 .对 于 834.572 这 个 数 我 们 可 
写成 : 

834.572= 8:10 + 3-10! 84a + + 
$5.7, 2. 
10 * 100 * 10007 
小 数 走 示 法 的 好 处 是 显而易见 的 :我 们 可 以 利用 很 小 的 空 
间 寻 出 一 个 数 ,用 小 数 作 算 术 运 算 也 非常 容易 . 
然而 ,小 数 表示 有 一 种 奇特 的 性 质 : 在 将 一 个 分 数 表 为 小 数 
时 ,我 们 一 般 都 是 (利用 长 除法) 用 分 数 的 分 母 { 分 数 线 下面 的 
数 ) 去 除 分 数 的 分 子 (分 数 线 上 面 的 数 ) .例如 , 宇 是 用 5 去除 2, 
得 到 0.4. 这 种 小 数 叫 做 有 尽 小 数 ,因为 在 小 数 点 右边 的 数字 是 
有 限 的 ,也 就 是 说 它们 有 个 自然 的 结尾 . 
现在 我 们 把 ;表示 为 小 数 .用 3 去 除 的 过 程 如 下 :3 不 
能 直接 除 1 ,所 以 我 们 要 写 下 小 数 点 ,并 在 1 后 边 加 上 一 个 0, 
BB 73 10. Hi 3 BR 10, 得 3 并 且 余 工 .在 小 数 点 右边 写 下 3, 即 
0.3, 和 但 此 时 人 有 余数 1. 我 们 在 1 后边 再 各 个 0. 得 到 10, 依 此 
1) 类 推 .每 次 我 们 用 3 除 都 得 到 3 并 余 工 ,这 个 过 程 没有 尽头 , 因 
此 为 了 将 壤 表 示 为 精确 的 小 数 ,我 们 只 得 写 下 -- 串 无 限 多 个 3 
字 . 为 子 避 免 这 种 麻烦 事 ,我 们 用 三 个 点 写 在 最 后 一 个 3 的 右 
边 ,以 表 未 后面 还 有 无 穷 多 个 3. 于 是 ,于 = 0.333…; 而 且 我 们 
知道 写 出 任何 有 限 多 个 3 都 只 旦 二 的 近似 值 . 有 些 教科 书 在 


最 后 一 位 的 上 方 写 一 个 点 表示 重复 , 即 0.333, 意 思 是 点 下 面 
的 数字 是 重复 的 .这 类 小 数 叫 做 无 限 循环 小 数 .很 多分 数 是 无 


限 循环 小 数 ,其 中 许多 还 上 共有 多 个 循环 数 宁 .考虑 分 数 纪 , 它 


al 834.572 = 800 + 30444 


— 168 一 


PLDA Aeon SEO. 272 727, RIERREN ERS S27 这 个 循环 
—ÁX DER Ye RO SR RTT RE 18 
更 简单 些 , 即 0.27 . 
对 于 分 数 , 我 们 可 以 说 :任何 -个 分 数 部 可 AR rt rp 
战 在 无 限 循环 小 数 . 反 过 来 ,任何 -个 胡 尽 小 数 或 是 无 限 循 环 小 
数 必 可 表示 为 分 数 . 将 小 数 返回 去 表示 成 分 数 并 涉 因 难 .我 们 先 
看 有 限 位 小 数 的 情形 . 殷 定 我 们 的 小 数 是 1.028 .我 们 先 数 清楚 
小 数 点 右边 的 位 数 有 几 个 ,这 时 是 二 个- 我们 将 它 表 为 分 子 等 于 
TEE ARES 1 的 分 数 .然后 将 分 子 .分母 同 乘 108. 这 里 取 10 
的 晤 次 为 3 是 因为 小 数 点 右边 有 一 个 数字 .二 是 ,我 们 得 到 
1 .028 = 1-028 _ 1.028-1000 1028 
1 1-1 000 1 000 
这 样 就 得 到 了 一 个 分 数 .通过 消去 分 子 分 母 的 最 太公 困 子 ， 
我 们 可 将 分 数 约 简 为 它 的 最 简 形式 , 即 ] 028 = 335. 现 在 我 们 知 


道 小 数 1.028 "PAM 

将 无 限 循环 小 数 化 为 分 数 要 有 点 儿 坡 巧 , 俱 也 不 难 . 试看 
0.333 33. 首 先 数 清楚 循环 的 数字 个 数 , 此 时 是 1, 要 用 10! RLY 
小 数 ; 如 果 循 环 的 数字 个 数 是 2, 则 指数 要 用 2, 即 用 10? 来 乘 ， 
0.333 333E LI 10! 得 到 3.333 33. 注 意 此 时 小 数 点 右边 3 的 个 数 
与 原来 相同 ,可 以 这 么 写 是 因为 右边 有 “无 限 多 个 ”3. 我 们 从 这 
个 大 一 些 的 小 数 中 减 去 原来 的 小 数 , 请 注意 发 生 了 什么 : 

3.333 33 


ü. 0.333 33 
3.000 00 


所 有 循环 的 数字 都 没有 了 , 留 下 的 是 有 尽 小 数 3.0;3.0 等 
于 10 个 原来 的 小 数 减 去 1 个 原来 的 小 数 , 即 10 RENAME 1 


乘 原 小 数 等 于 3.0, 这 意味 着 原来 的 小 数 = 弛 或 ,这 正 是 我 们 
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我 们 可 以 对 任 他 一 :个 碟 限 循 坏 小 数 实 施 这 种 运算 ,从 而 将 
“EL EAS ee. SR RT et te ap PE Se BOSE, Pa, 
我 们 用 10 FELL — PBR BER , RES EY Bg SAB I] 
左 移 一 位 (这 上 中 我 们 说 将 小 数 点 向 右 稀 一 位 是 同样 的 ) .我 们 怎 
mad JT By A oe PE 这 个 阅 题 引出 了 小 数 系 统 的 一 个 奇 
怪 的 性 质 , 它 似乎 跟 人 们 的 常识 相悖 .我 们 可 以 问 这 样 的 问题 ; 
数 0.999 99 的 确切 值 是 什么 ” 它 是 比 上 RNP ^] BE HER 
mp? 事实 上 , 它 正 好 就 是 1! 如 果 我 们 将 0.999 99 化 为 分 数 ,就 
可 以 和 理 出 究竟 了 .用 10 来 乘 该 小数 ,再 减 具 诛 小 数 ,得 

9.999 99 


0.999 99 
9.000 00 


10 Fee WD LL 1 SEGA ECT 9. RRR DR 
1. 当 然 这 样 做 还 得 依 顿 于 对 无 限 位 小 数 作 乘法 ,以 及 令 每 
位 数字 向 左 移 一 位 的 概念 ,如 果 我 们 求助 于 航 限 的 概念 就 会 知 
道 这 样 做 十 合理 的 .我 们 将 小 数 0.999 9938 AS 29 2623 RRL, BD 
0.999 99 = 15* Tà6 
WRAAK 0.999 99 小 于 1, 那么 必然 比 1 ^ h— 1 S E E E, ap 
记 作 .但 无 论 他 们 如 何 选 样 。 ,我 们 总 可 以 在 0.999 9 的 小数 
展开 趟 中 深 吉 足够 的 项 ,使 得 它 跟 1 的 接近 程度 小 于 e .因此 ,1 


必 是 0.999 99 这 一 小 数 展 和 开 的 要 限 . 

到 目前 为 止 ,我 们 东 游 西 进 还 完全 没 顾 上 无 理 数 的 情形 .我 
们 要 问 , 尤 理 数 的 小 数 展 开 是 什么 样 的 ? 它 是 无 限 的 不 循环 的 
JA. 于 是 一 个 无 理 数 ,如 好 ,上 可 表 上 拓 成 一 个 无 限 不 循环 的 小 数 . 
能 不 能 既 不 用 分 数 也 木 用 小 数 而 精确 地 表示 这 各 数 呢 ? 回答 


— 170 — 


who 


Æ: DRE. FEARR x — TRE fii hae A AE fr HAERES S ,无 
FATRA, MBS AoE SAI MATARA, A 
Se ADs — HE 73 BS 7) FF DU a ROR ARB 
套 . 实 际 上 ,有 些 数学 家 己 被 某 些 常用 的 无 理 数 的 小 数 展 开 述 住 
T. 

圆 的 周 长 与 直径 之 比 的 值 是 r. RADE e 是 一 个 无 
理 数 , 它 的 小 数 展 开 的 前 101 位 数字 是 : 

3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 169 

399 375 105 820 974 944 592 307 816 406 286 208 998 628 
034 825 342 117 067 >e 

尽管 数学 家 们 都 清楚 ,这 个 展开 永 不 会 成 为 无 限 循 坏 的 形 
3X ,他们 还 是 禁不住 想 知道 ,在 这 个 展开 趟 的 后 面 是 否 还 深 深 地 
障 藏 着 另 一 种 模式 .例如 有 一 个 名 叫 * 数 之 数 " 的 无 理 的 小 数 , 它 
由 相继 的 自然 数 构 成 :0.123 456 789 101 112 13.… .由 于 它 是 无 
理 数 ,不 会 出 现 御 环 的 展开 形式 , 代 扩 充 它 的 展开 式 的 方法 却 旦 
显然 的 : 即 在 下 一 组 数位 上 写 出 下 个 自然 数 .x 的 情况 是 怎样 
的 呢 ? 我 们 在 否 能 发 现 某 个 模式 米 揭 开 它 的 秘密 呢 9 1989 年 
TAE , 儿 候 不 同 的 数学 家 小 组 用 超级 计算 机 计算 出 了 m 的 前 十 
全 位 数字 .希望 能 发 现 一 些 料 想不到 的 东西 ,可 时 至 今日 还 未 成 
功 . 不 这, 他们 仍然 没有 放弃 努 困 ,这 一 -竞赛 今天 还 在 继续 ,看 香 
哪 一 拨 数 学 家 能 算出 最 多 的 数位 . 

当 考 虑 无 限 不 循环 小 数 时 ,我 们 可 能 想 知道 在 小 数 展开 中 
不 同 数字 出 现 的 频率 各 是 多 少 .换血 话说 ,是 否 人 存在 这 样 的 数 ， 
当 我 们 来 数 其 小 数 展 开 式 中 0,1,2 等 所 滞 的 比例 时 ,我 们 将 会 
发 现 这 10 个 数字 中 每 一 个 出 现 的 次数 各 占 1096. LE A EI a 
的 .这 样 的 数 称 为 “正规 数 ” .如 果 一 个 数 在 任何 基底 下 的 小 数 表 
示 中 的 所 有 数字 出 现 的 频率 都 相等 . 则 称 之 为 绝对 正规 数 . 数学 
家 们 知道 绝 大 多 数 的 数 都 是 绝对 正规 数 ,但 他 们 尚 无 法 二 验证 
县 体 的 数 症 否 是 正规 数 .因此 ,我 们 不 知道 x 是 否 是 正规 数 . 下 
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面 这 件 事 是 不 是 太 奇 怪 了 :我 们 日 常生 活 中 经 常 碰 到 的 数 几 乎 
总 是 有 理 数 ,它们 之 中 几乎 没有 一 个 是 正规 数 , 但 所 有 实数 中 占 
压倒 多 数 的 数 都 是 企 规 数 .是正 趣 又 有 理 的 数 的 例子 是 循环 小 
数 0.012345678 901 234 567 890 123 45… ,在 每 次 循环 中 每 个 数 
£5 iH 86 — Ux. 

我 们 该 怎样 来 计算 无 理 数 呢 ? 事实 上 ,在 我 们 学 习 收 敛 级 
数 时 就 已 经 为 此 做 好 了 准备 .为 了 计算 一 个 无 理 数 的 十 进 小 数 
RETO ,我 们 只 要 计算 一 个 无 穷 级 数 中 相继 的 项 即 可 .例如 为 了 
计算 y2, 我 们 可 以 利用 下 列 级 数 


3-1 lo 3 3:5 3-577 /— 
t2 24*"2-4-6 2-4-6-8 2-4-6-B:10 ^ 


这 个 线 数 看 起 来 很 条 乱 ,其 实 是 很 容易 计算 的 .我 们 可 以 重 
新 写 一 下 这 个 式 子 ,使 得 每 一 项 都 是 前 裔 一 项 乘 以 一 个 适当 的 
AF 

B=1+2- riat sS bei] 

+ 人 

现在 我 们 可 以 来 计算 wy2 的 十 进 小 数 展开 式 , 并 看 看 逐 项 添加 
时 是 如 何 通 近 它 的 六 位 正确 值 1.41421 的 . 表 5 给 出 了 级 数 前 十 
下 项 的 值 .计算 完 这 十 于 项 后 该 级 数 的 值 只 精确 到 3 位 ,看 有 来 通 
近 v2 的 过 程 很 慢 . 当然 ,计算 机 每 秒 可 做 许多 万 次 运算 ,用 现代 技 
术 通 近 无 理 数 是 不 成 问题 的 .为 了 使 计算 收敛 得 更 快 ,数学 家 人 
实际 上 会 使 用 更 复杂 的 果 数 去 代替 这 里 所 列 出 的 简单 函数 

我 们 在 前 面 兽 提 到 这 一 个 级 数 , 可 以 用 它 来 遂 近 x、 


ehe E epe] 


这 个 级 数 的 前 十 五 项 列 在 表 6 中 .用 跟 表 5 中 所 列 级 数 相 
] 问 的 项 数 来 计算 , 它 只 能 给 出 的 一 位 正确 值 , 它 比 逼近 ,2 时 
所 用 的 级 数 收 语 得 更 慢 . 
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项 数 单项 值 ”级 数 和 
' U EN + 1.00000. i 1.00000 n 
2 + 5.0080 00 1.500 00 
3 -0.125 00 1.375 00 
A -0.062 50 1.437 50 
5 - 0.039 06 1.398 44 
6 -0.027 34 1.425 78 
7 — 0.020 51 1.405 27 
8 0.016 Li 1.421 38 
9 —-0.013 09 1.408 29 
10 +0.01091 1.419 20 
11 - 0.009 27 1.409 93 
12 - 0.008 01 1.417 94 
13 — 0.007 Gl 1.410 93 
14 +0006 20 1.417 13 
is — 0.005 54 1.411 59 
Re x PIE 
项 数 Yos 级 数 和 
Do 2.4000 —— 4.000 
2 -1.3333 2.6667 
3 + 0.800 0 3.466 7 
4 -0.5714 2.8953 
5 -0.4444 3,339 7 
6 — 6.363 6 2.976 1 
7 + 0.307 7 3.283 8 
8 — 0.266 7 3.017 1 
9 +6.235 3 3.252 4 
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BER 


项 数 单项 值 ZH 
10 -0.210 5 3.041 9 
1 40.190 5 3.232 4 
12 -0.173 9 3.058 5 
13 +0, 160 0 3.218 5 
14 ~0.148 1 3.070 4 
15 40.137 9 3.208 3 


甚至 有 理 数 也 可 以 址 级 数 的 极限 值 , 阿 基 米 德 就 发 现 考 可 


IERI FIRIR BI: 
1 1 1 3 


374*is*éi 356 7 

YE 4H BU BE RE BT DS PORE, Co ORE — 43 

ALAR, 4C IHRE S. 53 — eO Lo -个 同样 类 型 的 分 数 . 

如 果 一 个 连 分 数 没 有 终点 ,我们 就 称 它 必 无 尽 连 分 数 .下 面 是 个 
很 潭 区 的 光 尽 连 分 数 : 


等 式 左边 的 值 二 是 中 妙 的 黄金 分 割 . 众 所 周知 ,每 个 无 理 数 
都 可 表示 成 上 龙 尽 连 分 数 ,因此 可 以 用 连 分 数 来 计算 任 一 个 元 理 
数 的 值 ， 

我 们 已 经 讲 了 很 区 有 助 于 理解 无 媒 数 的 基本 知识 .我 们 诗 
了 戴 德 金 的 精巧 定义 ,这 定义 赋予 万 理 数 以 坚 辐 的 理论 基础 ,我 
们 还 匈 道 , 像 有 理 数 一 样 , 无 理 数 也 是 有 序 的 ;实数 系统 对 所 有 
的 运算 (除了 零 木 能 做 除数 ) 昨 封闭 的 .我 们 叮 以 像 对 有 理 数 做 
运算 .那样 去 对 无 理 数 进行 运算 .由 此 我 们 就 可 以 去 讨论 直线 上 
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所 有 的 点 了 ,因为 实数 与 歼 线 上 的 战 是 APO. PTE A 
道 些 什么 呢 ” 

伍 讲 无 理 数 时 我 们 避 开 了 一 个 问题 :到底 有 和 多少 无 理 数 ? 
我 们 知道 有 无 限 多 个 ,但 序 理 数 比 有 理 数 “ 猴 "还 是 “ 少 " 呢 ? BE 
然 有 理 数 和 和 无理 数 都 有 无 限 多 个 ,那么 问 它们 谁 多 谁 少 还 有 什 
ARS SWE? 下 面 我 们 准备 揭示 这 个 问题 的 各 她 . {180 
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其 他 种 类 的 方程 


到 口 新 为 止 , 我 们 注意 的 一 直 是 形 旭 aoxa + ajale eet 
mix + ean= 站 的 名 项 式 方程 ,其 中 ao 到 ao 是 xz HARK 
数 , 我 们 称 这 样 的 方程 是 标准 的 多 项 式 方 程 .然而 在 解决 具体 问 
题 时 ,我 们 会 建立 跟 包 项 式 方 程 不 同形 式 的 方程 .我 们 特别 要 考 
虚 下 面 三 种 其 他 类 型 的 方程 :指数 方程 .对 数 方 程 和 三 角 方 程 . 
这 些 方 程 对 于 解决 现代 的 从 精炼 石油 到 发 射 太 空 梭 等 等 问题 都 
是 非常 基本 的 . 

指数 方程 是 指 方程 中 的 未 知 数 位 于 数 的 指数 部 分 上 , 谱 如 
方程 12* = (44. 我 们 需要 知道 12 83 db TX MERECE 144. BE 
简单 ,是 ?2, 即 12? = 144. 伍 另 一 些 指 数 方 程 的 答案 就 不 那么 直 
AT GT Pj 1.09 94* 217.32, x 是 什么 ? 它 是 有 理 数 还 是 
ABE? 

你 大 概 还 记得 在 高 中 或 大学 的 代数 课 中 学 导 过 的 对 数 . 它 
们 是 某 数 的 指数 .例如 100 ix T XS DA 10 为 底 的 对 数 为 2. 这 
意味 着 10 的 2 次 攻 等 于 100. 我 们 用 符号 可 表示 为 log16100 = 
2 1 为 底 的 对 数 称 为 常用 对 数 .我 们 常常 略 去 10 而 写成 
log100 = 2. 对 数 有 一 个 非常 好 的 性 质 :计算 两 个 数 科 积 的 对 数 
可 以 通过 将 它们 的 对 数 相 加 来 算 , 原因 是 存在 等 式 4 A? = 
Act? Papi 32-35 = 32*5 = 37, p gre 24 32 1] flf 81 — 7 BRL EE TE EL 
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pe ES He DRT ,常常 可 以 通过 对 数 将 它 变 为 简单 的 名 法 .我 们 
AR 某 些 用 对 数 形 式 表达 的 问题 ,例如 ,我 们 可 能 过 到 logs = 
2 这 样 的 方程 ,并 想 蓝 知道 x 等 于 什么 .这 个 例子 很 简单 ,x = 
100. 在 解决 涉及 指数 的 问题 时 ,使 用 对 数 是 -- 种 方便 的 办 法 . 
三 角 方程 是 基于 直角 三 角形 的 边 长 与 角 之 辣 的 关系 而 建立 
的 .图 41 中 有 -- 个 直角 三 角形 并 标 出 了 它 的 一 个 和 攻 8( 希 腊 字 
FE, RETF theta) ,二 条 边 分 别 标 为 斜 边 、 对 边 和 邻 边 .为 数 众多 的 
— i BRA ARE 8 与 三 角形 的 三 条 边 的 关系 而 定义 的 . 角 的 


正弦 定义 为 对 按 除 以 斜 边 , 记 为 sing = A sind 正如 log100 
一 样 是 一 个 数 .sin30 =0.5, 它 表明 当 0 是 30 时 , 斜 边 的 长 度 是 
xe, tewe = 0 - 


图 41 三角 关 系 涉及 直角 二 角形 中 一 个 角 8 与 其 三 条 边 的 长 度 之 间 
HAR. ERR 3L sinf = x. 


HRM TIER SPORE ES HP ES ERE , 
我 们 将 得 到 哪 一 类 数 呢 ? 在 某 些 情形 ,我 们 会 像 上 面 一 样 得 到 [182] 
自然 数 和 分 数 , 即 我 们 得 到 了 有 理 数 .我 们 会 得 到 无 理 数 吗 ? 事 
实 上 , 绝 大 多 数 这 类 方程 的 解 是 无 理 数 ,例如 , 设 9 是 0 到 90 之 
间 的 任 一 有 理 数 度数 , 则 除了 0 = 30 以 外 ,其 他 所 有 的 sino 都 
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是 无 理 数 . 
如 何 定 六 难以 捉摸 的 e 


AMARA RRA AAS. ULES x 表示 .最 时 
用 希腊 字母 x 表示 这 种 美 系 的 是 瑞 土 数学 家 欧 拉 (1707 一 
1783) CP] 42) . 欧 拉 有 是 有 虫 以 来 最 多 产 的 数学 家 之 一 :出 版 了 S00 


Hl42 JESUM TE ETE 1707—1783. CAB SESS HUE ,斯 特 灵 市 , 宾 
A ETE AED 
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多 种 书 和 论文 ,他 创作 的 数学 成 果 趾 是 有 90 BLS. MWB 
仿 定 了 使用 字 坏 。 代 站 务 一 个 大 本 的 数学 关系 : 
: 13" 
ZI EIE 
因此 ,e 是 我 们 让 变 得 越 来 超大 时 得 到 的 极限 值 . 换 句 话 
说 ,我 们 可 以 由 公式 { 1+ 十】 生成 一 个 数 的 序列 ,其 中 尺 从 1 
开始 依 自然 数 的 顺序 增长 ,这 个 数 的 序列 将 逼近 e 的 真 值 . 因 
Jt c 是 我 们 的 序列 的 极限 , 记 为 


“人 + 
跟 我 们 对 x 所 做 的 讨论 一 样 ,我 们 可 以 从 ”= 1 开始 渐次 对 增 
大 的 = 来 计算 | 1+ 2)" 的 值 ( 见 表 7). 


r 


*7 。 的 通 近 
n (il) e 的 逼近 值 
] (il) 2.000 
2 (iL) 2.250 
3 (i4) 2.370 
4 (i) 2.441 
5 TERR 2.488 


如 果 我 们 继续 这 个 过 程 , 肯 定 可 以 达到 精确 到 10 位 小 数 的 
近似 值 :e = 2.718 281 828 4--. e 这 个 数 还 伴随 有 一 个 漂亮 的 级 
数 , 是 牛顿 (1642 一 1727) 在 1665 年 第 一 个 发 现 的 , 当时 他 只 有 
23 岁 . 你 应 该 记得 所 谓 级 数 是 一 些 项 的 和 ,而 不 是 由 一 些 项 给 [183] 
成 的 序列 .在 介绍 这 个 奇 录 的 组 数 之 前 ,我 们 需要 先 记 住 一 个 在 
数学 中 常用 的 约定 . 数 1 和 数 2 相 乘 ,我 们 得 到 1.2=2. 如 果 让 
自然数 中 的 前 三 个 数 相 乘 便 得 1.2.3 =6, 前 四 个 数 相 乘 得 1.2. 
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3-4 = 24 FR Rin EK D RA A RAS 
“R. AE 1-2 = 21 = 2,1+2-3 43! 26,1:2-3:4 2 4! = 24, 
tk E A S HI gx oe Bp E n (A HS E GR TA. 例如 , 101 = 
3 628 800 .在 数学 中 我 们 经 常会 遇 到 阶乘 的 得 ,所 以 这 种 简写 方 


ATHAN. 
牛顿 发 现 的 e 的 级 数 是 这 样 的 : 
1 1 l l 1 
*-pr*qir*or*artar t 


WES OT 定义 为 1. 上面 的 级 数 可 写成 = 1+ ep Legio 
BARH es SREE n BRERA 0 FMR ARM 
数值 . 你 要 记 住 ,希腊 大 写字 母 > 表示 我 们 要 将 级 数 中 所 有 的 项 
机 如， 

数学 家 和 科学 家 们 对 。 很 感 兴趣 ,理由 是 会 在 许 许 多 多 需要 
解决 的 问题 中 直到 它 . 这 跟 它 F 面 的 一 个 漂亮 性 质 相关 , 即 对 于 
值 很 小 的 x ,我 们 有 of me + x. 这 里 我 们 使 用 了 一 -个 特殊 的 符号 ， 
即 近似 符号 ~ , 它 表示 等 式 两 边 很 接近 但 未 必 相 等 .我 们 可 以 看 
到 当 令 x c Lii n 很 大 时 ,上 而 的 关系 式 仍然 成 立 , 扼 eta + 
ac EMER IR CE Re TS Ce (1+ 二) m e 
(1+ LJ ee RPE ERE S nO COSE Hh. 


e 跟 我 们 探索 数 王 国 的 奥秘 .在 其 中 寻找 形形色色 的 数 有 
FARRE? 当 数 学 家 们 开始 问 。 Ma 到 底 属于 什么 类 型 的 


85] 数 时 ,他们 居然 发 现 了 全 新 的 一 整 类 数 . 


W R x Me 
若 我 们 有 一 个 一 次 多 项 式 方程 ax b = 0, 其 中 a Mb 是 有 
理 数 , 那 么 x 的 解 永远 是 有 理 数 ,因为 x = -之 .事实 上 ,任何 -- 
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个 有 埋 数 都 是 某 个 一 次 多 项 式 方 得 的 根 .我 们 已 经 知道 EXE 
项 式 的 根 可 能 是 有 理 数 ,也 可 能 是 无 理 数 .我 们 定义 系数 为 整数 
的 多 项 式 的 解 为 代数 数 .更 确切 些 ,我 们 可 以 说 所 有 系数 为 有 理 
数 的 多 项 式 的 解 为 代数 数 ,这 是 因为 对 于 任何 一 个 以 分 数 (《 有 理 
数 ) 为 系数 的 多 项 式 方程 .我们 都 可 以 找到 - -个 整数 ,用 它 乘 以 
方程 两 边 就 能 将 其 变 为 系数 都 是 整数 的 多 项 式 . 例如 方程 


方 x + 学 =0, 通 过 方程 两 边 同 乘 以 整数 6, 它 就 变 为 整 系数 多 项 


式 方程 , 即 6[ x 3) 6-0, 288) 6x «6-2 =0, 最 后 得 到 
3 *4-20. 
Ja + 他 = 0 和 方程 3x + 4 = 0 有 相同 的 解 , 即 x = 


-入 .因此 ,对 任 一 以 分 数 (有 理 数 ) 为 系数 的 多 项 式 方程 ,我 们 


都 可 将 其 变 为 整 系数 的 多 项 式 方程 ,而 让 和 解 保 持 不 变 . 这 意味 
着 :自然 数 、 分 数 .和 根 式 “= 都 是 代数 数 , 因 为 它们 者 是 那 种 多 
项 式 的 根 ， 

TEM: 代数 数 是 这 样 的 数 , 它 是 系数 恬 为 整数 的 多 项 式 方 
程 的 根 . 

1748 年 ARR CHR e 和 x 是 否 是 代数 数 的 问题 . 即 , 它 : 
们 是 否 能 成 为 整 系数 多 项 式 的 解 .这 个 问题 对 于 x 有 特殊 的 意 
区. 在 古 希 腊 , 人们 就 提出 了 一 个 当时 无 法 回答 的 问题 ;是否 能 
够 仅仅 用 直 扩 和 圆规 作 -- 个 正方 形 ,使 其 与 某 个 给 定 的 圆 具 有 
相同 的 面积 .车 面积 由 公式 ar? 给 出 ,其 中 r+ 是 圆 的 半径 -如果 
我 们 用 r = 1 作为 圆 半径 ,那么 贺 面 积 就 是 zx. 为 了 作 -- 个 面 各 
为 x 的 正方 形 , 我 们 必须 作出 长 度 为 vx 的 线段 ,用 它 作成 的 正 
方形 就 县 有 我 们 所 要 求 的 面积 . 

这 个 问题 称 作 "化 四 为 方 "问题 ,在 过 去 的 两 千年 间 . 有 无 数 
业余 和 专业 的 数学 家 试图 去 解决 它 . 如果 我 们 只 使 用 直 尺 和 网 
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规 , 那 么 我 们 能 对 跟 圆 相 联 系 的 长 度 所 做 的 运算 只 有 乘法 、 加 
法 .减法 和 除法 这 四 种 运算 .这些 也 正 是 在 标准 的 老 项 式 中 所 使 
用 的 四 种 运算 .因此 ,如 果 是 一 个 标准 多 项 式 的 解 , 即 如 果 x 
是 一 个 代数 数 的 话 ,那么 化 圆 为 方 有 可 能 成 功 . 换 句 话 说 ,如 果 
x 是 代数 数 , 则 可 以 化 贺 为 方 中 , 否 则 将 不 能 . 

如 果 e Ala 不 是 代数 数 , 他 们 又 是 什么 呢 ? 数学 家 称 非 代 
煞 数 为 超越 数 . 然 而 , 当 欧 拉 首 次 提出 这 一 问题 时 ,大 们 还 不 知 
道 这 种 数 是 否 存 在 .尽管 该 问题 在 1748 SE ik Hii, [B Ep 
1844 年 欧 拉 已 去 世 多 年 后 才 获 得 解答 .这 一 年 法 国 数学 家 约 瑟 
A XER (Joseph Liouville，1809 一 1882}) 构 作 了 第 一 个 被 证 明 
是 超越 数 的 数 . 他 的 数 是 

1 


= + + l + l Tc 

I0 — 10?! 7 108! 104! ' 
它 写 成 小 数 形式 为 上 =0.110001 000 000 000 000 000 001 00---. 
刘 维 尔 证 明了 了 这 个 数 不 可 能 是 任何 一 个 整 系数 多 项 式 的 解 . 因 
此 它 是 个 难以 提 措 的 超越 数 . 然后 他 又 说 明 如 何 构 作 出 下 殉 形 
式 的 无 限 多 个 超越 数 : 


a? a 


a 
其 中 不 同 的 a; 是 取 值 范围 为 0 到 9 的 整数 .这 种 数 称 为 刘 维 汞 
数 .这 样 就 一 劳 永 竟 地 解决 了 超越 数 确 实 存在 的 问题 .但 仍然 无 
人 知道 像 x 和 e 这 样 的 数 的 性 质 ;它们 到 底 是 超越 数 还 是 代数 
XX? 最 后 ,1873 5E ME ZR RX ( Charles Hermite, 1822—1901) 
证 明了 e 是 超越 数 . 1882 IF Pit dg dE b GR ES (Ferdinand von 
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Lindemann, 1852— 1939) (EA T x 是 超越 数 .这 就 彻底 解 志 了 【187; 


化 图 为 方 的 问题 ,证 明 它 是 不 可 能 做 到 的 . 

现在 我 们 知道 r.e 和 刘 维 尔 数 是 超越 数 .还 有 没有 其 他 的 
候选 者 ? 指数 方程 和 对 数 方程 一 般 都 有 超越 数 的 解 .但 试图 去 
证 明 一 个 特定 的 解 是 代数 数 还 是 超越 数 仍 是 件 令 人 生 盟 的 工 
TE. H e 和 = 构成 的 其 他 一 些 组 全 形式 也 仍然 是 个 这 ,我 们 虽 
已 证 明 eT 是 超越 数 . 但 e ,rz nM ont BARRE RRM, ES 
仍 不 得 而 知 .此 外 某 些 像 e + x 和 ex 这 样 简单 的 表达 式 也 仍然 
tg. 

我 们 现在 已 经 知道 一 大 类 指数 形式 的 数 是 超越 数 . 1934 
年 ,俄国 数学 家 亚历山大 : 奥 西 波 维 麻 : 盖 尔 芳 德 (Aleksander 
Osipovich Gelfond，1906 一 1968) 证 明了 所 有 形 如 a^ 的 数 也 是 超 
BUR. HP a 为 不 等 于 0 和 1 的 代数 数 ,5 为 无 理 代数 数 . 这 一 
成 果 现 在 称 为 盖 尔 芳 德 定理 (或 称 盖 尔 芳 德 一 施 奈 德 定理 ,因为 
特 奥 多 尔 - 施 奈 德 {Theodor Schneider) ZE 1935 年 也 独立 地 证 明 
了 此 定理 ) .这 个 定理 意 指 如 37 或 (v6)5 这 样 的 数 是 超越 数 , 因 
FUG CRI 6) E 3E 0 FE 1 的 代数 数 ,指数 (., VS) BAR 
数 . 不 幸 的 是 这 一 结论 对 我 们 确定 e, a, n 的 性 质 没 有 帮助 ， 
国 为 此 时 的 底 和 指数 都 已 经 很 清楚 都 是 超越 数 , 不 满足 盖 尔 芳 
德 定理 的 条 件 . 

从 其 尔 芳 德 定理 我 们 可 以 导出 僚 log? 这 样 的 数 必 是 超越 
数 .log2 TARR, fE 10 的 该 寡 次 恰好 等 于 2. 因 此 我 们 有 
102 =2 .我 们 可 以 证 明 log2 是 无 理 数 .我 们 使 用 反 证 法 :假设 


log2 是 有 理 数 ,就 有 是 说 存在 两 个 整数 p Mg, 使 得 log2 = PARE 
. LAT 10%? = 109 = 2. 将 等 式 两 边 都 升 高 q UCR. BB 10° = 
2* .注意 10 是 2 和 5 HR., BB (2- 55» = 29 Bk 2P5P 二 249， 


现在 出 现 两 种 可 能 . WSR p 大 于 g ,我 们 得 到 2074.57 — 1, 
这 显然 是 错 的 .如 果 g 大 于 p WE? 这 时 消去 27 ,得 到 Se = 20-2. 


— i83 一 


188] tHe BR) BE) A AB AE — B8 EIL Se. 39^] 
话说 .不 存在 这 样 的 数 . 它 又 能 写成 的 整数 次 繁 又 能 写成 2 的 
SE BOUCHE ALA 2 的 任何 整数 次 博 部 是 偶数 ,而 5 的 任何 整数 次 
ae SAE Ay BCC FL ae BB 5). 由 此 立刻 可 知 这 种 数 不 存 在 .总 
之 ,我们 不 能 将 -一个 4 的 戎 次 表示 为 2 的 寡 次 .因此 上 面 假 设 的 
p Hg 十 不 存在 的 . 即 log2 是 无 理 数 . 

好 ,如果 log? 既是 无 理 数 , 允 是 代数 数 ,那么 从 善 尔 范 德 定 
理 可 知 2 是 超越 数 , 因 为 10"e =2. 但 2 是 有 理 数 ,所 以 log? 必 
定 踊 是 无 理 数 艾 是 超越 数 . 同 样 的 推理 适用 于 任何 的 logx ,其 中 
x DEA FHA logx 是 无 理 数 .这 个 条 件 对 多 大 包 数 的 x 的 值 都 
基 满 足 的 .因此 .几乎 所 有 的 对 数 都 是 超越 数 . 另 一 方面 ,标准 的 
三 角 函 数 的 值 一 般 都 是 无 理 数 , 它 们 叉 是 代数 数 但 非 超 越 数 . 


BARA Sb? 


我 们 知道 了 存在 很 多 超越 数 .实际 上 ,存在 着 无 限 多 个 超越 
数 , 超 越 数 是 否 比 代数 数 更 多 呢 ? 谈论 一 个 无限 的 数 集 比 另 一 
个 无 限 的 数 集 大 或 小 有 没有 意义 ? 为 了 回答 这 些 问题 ,人 们 开 
辟 了 一 条 有 关 无 限 这 一 数学 思想 的 全 新 大 道 , 我 们 会 慢 慢 地 看 
清关 于 无 限 的 令 人 上 吃惊 的 性 质 . 
人 类 所 接触 的 第 一 个 无 限 集 是 自然 数 的 集合 . 如 果 我 们 要 
想 对 无 限 性 有 所 领悟 ,那么 从 理解 自然 数 开 始 是 最 好 的 途径 . 当 
两 个 有 限 集 有 同样 的 基数 时 ,我 们 说 其 中 一 个 集合 可 以 一 对 一 
地 映射 到 另 一 个 集合 之 上 .车 在 这 种 上 爱 射 下 任 一 集合 中 都 没有 
一 个 元 娄 被 丢 下 ,那么 它们 必 有 相间 的 基数 .我 们 讨论 无 限 集 时 
189) 将 使 用 同一 原则 ,用 映射 来 比较 它们 的 大 小 . 
ENX: 车 4 和 B 是 两 个 无 限 集 ,并 且 4A 的 所 有 元 素 可 -一 对 , 
一 地 映射 到 吾 的 所 有 元 束 上 , 则 称 4 de B RAME 
的 基数 (或 称 具 有 租 同 的 势 ). 
因为 A MB 这 两 个 集合 都 是 无 限 的 ,我 们 不 能 使 用 有 限 数 
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作为 他 们 的 基数 .我 们 最 终 恬 现 使 用 某 种 特殊 的 符号 来 表达 无 
限 集 的 基数 是 必要 的 . 

任 一 万 限 集 如 果 可 被 -- 对 一 地 上 映射 到 自然 数 的 集合 ,我 
们 称 它 为 可 数 集 .可 数 全 有 一 些 值得 注意 的 性 质 . 伽利略 
(Galileo Calilei，1564 一 1642) 是 一 位 极 负 盛名 的 科学 家 和 数学 
家 .他 改进 了 望远镜 ,发 现 了 木星 的 卫星 、 太 阳 的 和 白 转 和 太阳 内 
子 等 .他 还 发 现 了 摆 的 定律 ,证 明了 自由 落体 有 同样 的 加 速度 . 
FEMALES 1636 年 卫 出 版 的 《关于 两 种 新 科学 的 对 话 》- - 区 中 ,他 
指出 无 限 集 的 一 个 很 奇怪 的 性 质 .2 他 演示 了 可 以 将 自然 数 一 
尘 一 地 映射 到 由 自然 数 的 平方 组 成 的 集合 上 .具体 的 上 映射 方式 
为 : 

1 2 3 4 5 6 7 R 9 IO | 

o1 ¢ [t f do d d i p f 

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 -- 

BT A RRR RA — 1 3-75 BPO rR DUE BO — 
个 自然 数 .这 样 ,我 们 便 有 了 一 对 一 的 映射 .每 个 自然 数 和 每 个 
平方 数 都 用 到 了 ,一 个 也 没 少 .由 此 ,我 们 得 到 了 令 人 了 吃惊 的 结 
论 , 即 平方 数 与 自然 数 一 样 多 ! 自然 数 是 可 数 的 (或 可 计数 的 ) ， 
任何 其 他 集合 只 要 能 一 对 一 地 负 射 到 自然 数 集 上 , 则 该 集 侣 也 
是 可 数 的 . 

初次 听 到 这 一 结论 时 ,我 们 会 情不自禁 地 高 举 双手 并 宣称 
说 :这 里 一 定 有 错 . 平 方 数 的 集合 中 少 了 那么 密 的 自然 数 , 怎么 
可 能 跟 自然 数 一 样 多 呢 ? 我 们 直觉 地 感到 白 然 数 比 平方 数 驶 多 
得 多 .但 根据 我 们 上 面 给 出 的 定义 ,这 两 个 数 集 有 相 局 的 基数 ， 
在 “大 小 "上 上 是 相等 的 .这 个 小 小 的 例子 书 点 明了 可 数 的 无 限 集 
合 值 得 注意 的 特征 .我们 还 可 以 用 同样 的 办 法 将 所 有 的 正 负 数 
不 自然 数 作 成 如 下 的 映射 ; 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 IO Ill 

Pot P d d Po d d 3 d d 

0 1 -12 -2 3 -3 4 -4 5 -5 -- 

此 时 ,我 们 再 一 次 得 到 一 个 一 对 一 -的 映射 ,将 所 有 的 整数 跟 
所 有 的 自然 数 相对 应 .因此 ,自然 数 和 整数 一 样 多. 事实 上 ,我 们 
有 下 列 这 个 漂亮 的 定理 . 

定理 : 每 个 可 数 的 无 限 集 引 自 然 数 有 相同 的 基数 . 

说 得 明白 些 , 这 个 定理 的 意思 是 : 当 谈 论 可 数 无 限 集 的 大 小 
时 ,所 有 的 这 种 集合 都 有 同样 的 大 小 , 即 有 同样 的 基数 .此 定理 
蕴涵 着 一 个 结论 :可 数 集 的 任 一 无 限 子 集 与 原来 的 集合 有 同样 
的 大 小 .这 一 概念 使 我 们 感到 有 点 好 玩 , 因 为 有 限 的 数 集 所 具有 
的 性 质 不 再 为 无 限 的 数 集 所 保持 .例如 .我 们 如 果 在 10 上 加 1, 
会 得 到 比 10 大 的 数 .但 ,车 在 无 限 焦 上 加 1 ,我们 不 会 得 到 更 大 
一 点 儿 的 集合 ,得 到 的 只 是 跟 尖 来 的 同样 太 小 的 集合 .因此 , 若 
A 是 一 个 无 限 集 的 基数 ,那么 A+ = 4. 这 看 起 来 像 是 完全 错 
了 ,因为 根据 我 们 的 日 常 经 验 , 将 其 个 对 象 加 到 一 个 汇集 中 ,这 
个 汇集 应 变 得 大 一 些 , 但 我 们 必须 认识 到 ,我 们 正在 讨论 的 是 无 
限 集 , 它 们 的 人 性状 并 不 总 是 跟 有 限 集 一 样 的 . 如 果 你 一 定 要 将 这 
两 种 性 质 协调 在 一 起 ,你 可 以 想像 在 一 个 无 限 集合 上 加 上 1( 或 
任何 有 限 数 ), 对 于 改变 它 的 太 小 来 说 次 微不足道 了 . 要 真正 改 
变 一 个 无 限 集 的 大 小 ,就 必须 作出 某 种 无 穷 的 变化 .你 要 是 对 有 
限 集 加 入 无 限 集 并 不 改变 后 者 的 大 小 这 一 结论 起 到 迷 必 的 话 ， 
你 并 不 弧 立 .数学 家 也 被 这 种 想法 开拓 了 几 十 年 . 当 我 们 谈论 无 
限 集合 的 大 小 时 ,要 记 住 我 们 蚌 用 映射 的 术语 来 定义 太 小 的 .使 
用 映射 的 概念 我 们 才能 看 清楚 无 限 集 真 的 可 能 是 有 不 同 的 大 小 

911 的 ,但 此 时 的 差别 不 是 有 限 的 ,而 是 无 限 的 . 

现在 我 们 使 用 一 种 映射 的 办 法 来 导出 一 个 最 为 令 人 惊奇 的 
数学 结论 ,我 们 知道 任 一 各 以 一 对 一 地 映射 到 自然 数 集 上 的 无 
限 集 都 跟 自 然 数 集 有 同样 的 基数 .有 多 少 有 理 数 呢 ? 我 们 能 够 
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将 所 有 的 在 理 数 映射 到 自然 数 上 吗 ? 乍 一 看 来 ,似乎 有 理 数 集 
比 自 然 数 集 大 得 多 .在 白 然 数 1 与 2 之 间 就 存在 着 巨 限 多 个 有 
理 数 .我 们 可 以 推 而 广 之 ,在 任何 两 个 白 然 数 之 则 都 存在 着 无 限 
ETER 这 册 个 集合 怎么 可 能 有 相同 的 基数 呢 ? 

现在 考虑 表 8 ,我 们 把 所 有 的 有 理 数 放 在 一 个 方 阵 中 .这 个 
方 阵 包 会 无 限 多 的 行 和 列 , 并 列 出 了 所 有 的 有 理 数 . 道理 很 清 


楚 , 因 为 所 有 的 有 理 数 都 具有 二 的 形式 ,其 中 p fug 都 是 整数 . 
我 们 从 左上 角 开 始 经 过 所 有 的 有 理 数 ,并 消去 重复 的 ,于 是 得 到 
表 9 中 的 方 阵 . 方 阵 中 的 箭头 表示 经 过 有 理 数 的 路 径 , 以 及 所 消 
去 的 重复 的 数 .确定 该 消去 的 重复 的 数 不 是 太 困 难 , 如 果 某 分 数 
已 约 减 到 最 简 程 度 , 我 们 就 保留 它 , 和 否则 就 消去 它 .所 有 的 正 有 
理 数 都 出 现在 这 个 方 阵 中 . 如果 我 们 想 要 找到 己 (假定 它 已 化 为 
最 简 分 数 ) 我 们 只 要 从 第 p 行 中 乒 出 位 于 第 g 列 的 元 素 就 行 了 ， 
这 样 ,所 有 正 有 理 数 都 被 包括 在 内 了 .我 们 现在 可 以 将 这 些 数 一 


对 一 地 映射 钙 身 然 数 上 ,顺序 如 下 : 


1 1 2 3 1 1 
1 2 1. 1 3 4 
t 


> ot 1 dod 
1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 . 
你 可 能 会 说 这 上 几 只 列 出 了 正 有 理 数 .是 的 ,但 我 们 可 以 对 负 
有 理 数 构 作 同样 的 方 阵 , 然 后 将 0 当 作 第 一 个 元 素 , 并 交错 地 从 
正 有 理 数 与 负 有 娃 数 方 阵 取 数 , 于 是 得 到 
1 1 1 1 2 3 3 
l 
f 


2 
3 
t 


= eja 


0 1 -1T * 73 T ”1 1 3 

Pod + 1 i t 1 1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 .. 
这 就 是 我 们 所 要 的 映射 .每 个 有 理 数 , 光 论 是 正 的 . 负 的 还 是 零 
都 包括 在 内 ,而 且 只 出 现 一 次 ,这 就 将 它们 映射 到 了 自然 数 上 。 


+ 
+ 
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X5 有 理 数 方 阵 
1 
5 
2 
5 
3 
5 
4 
5 
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至 此 PRT AS HIT DEALS EHE: BPR BR A EUR 


数 相等 .那么 全 体 代 数 数 组 成 的 集合 又 如 何 呢 ? 全 体 超 越 数 又 【193 


怎样 呢 ? 也 许 对 于 无 限 集 合 来 说 入 有 一 种 基数 吧 ! 

自从 人 惫 利 略 首次 指出 自然 数 与 平方 数 之 间 的 映射 以 来 , 数 
学 家 们 一 直 在 琢磨 它 究竟 意味 着 什么 ,这 个 问题 要 等 待 将 近 
250 Œ, BFA 19 世纪 未 才 有 了 圆满 的 解答 . 


非凡 的 康 托 尔 


我 们 下 面 所 要 探索 的 关于 超越 数 的 内 容 几 乎 全 要 归功 于 一 
个 非凡 的 人 ,就 是 乔治 : 康 托 尔 (Georg Cantor) (El 43) .他 的 生平 
Boek A RAR fik 1845 Æ 3 H 3 H AE-F AR ESO SBE fh 
HI SC FRIED TK AR PRS -BEHER (Georg Woldeman Cantor) fé — % 
丹麦 商人 ;他 的 母亲 各 m EE ae Ie - (fo -JER (Maria Bohm Can- 
tor) . 1856 年 当 康 托 尔 11 岁 时 ,他 们 全 家 搬 到 了 德国 黑 森 州 菜 
黄河 上 畔 的 法 兰 克 福 , 老 乔治 从 此 不 再 受 俄 国 严冬 的 衣 表 . 小 康 托 
尔 在 15 岁 时 表现 出 了 很 强 的 数学 才能 ,进入 了 达 姆 施 塔 特 
《Darmnstadt) 的 大 公国 高 等 技术 学 校 学 习 . 他 按照 父亲 的 要 求 在 
AS JLIEA J TRA. 1863 年 ,他 进入 柏林 大 学 ,在 这 上 外 他 选 学 
了 数学 .物理 .哲学 .他 是 一 个 热 减 的 年 轻 人 .这 种 性 格 是 双亲 址 
传 给 他 的 . 

当时 在 柏林 大 学 数学 系 教 $$ 的 是 两 位 伟大 的 数学 家 ,卡尔 
维尔 斯 特 拉 斯 (Karl Weierstrass, 1815-—1897 HUE Mik di eB 
PY 56(1823—1891) .这 两 位 许 名 人 人物 对 康 托 尔 的 一 生起 了 决定 
性 的 作用 .前 才 旦 好 的 作用 .后 考 则 起 了 坏 和 作用 .维尔 斯 特 拉 斯 
将 成 为 康 托 泉 的 支持 者 ,而 克 多 内 点 却 终 生 都 在 跟 康 托 尔 的 妃 
起 进行 战斗 . 

1867 午 . 康 托 僚 以 优异 成 绩 从 柏林 大 学 毕业 并 得 到 博 土 学 
位 :他 没 能 找到 与 他 的 能 力 相 称 的 大 学 职位 , FEEST TE- -P 
秘 苹 学 校 给 女孩 子 讲 数学 的 工作 .1869 年 ， 康 托 尔 在 一 所 不 大 
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图 43 乔治 - 康 托 尔 ,1845 一 1918.{ 布 朗 兄 弟 出 版 社 ,斯 特 灵 市 , 宾 必 
EEEH) 
的 哈雷 大 学 中 找到 了 一 个 职位 
4] 县 好 训练 不 相称 . 
然而 ,他 还 是 在 哈雷 大学 安 下 身 来 ,1872 年 成 为 那里 的 助 
教 . 就 在 那 一 年 , 康 托 尔 遇见 了 另 一 位 年 轻 的 德国 数学 家 ,两 人 
RTRA IRAKERE REE ME JS HEAT 25 HERE 
BEIC ae RER, fi SL ER JE RAB 4E HB Be f SE E 5 
5] 的 文章 .这 样 两 位 在 19 世纪 末 对 数学 做 出 如 此 重大 贡献 的 数学 


仍然 跟 他 在 柏林 大 学 所 受 的 


家 变 成 了 亲密 的 朋友 ,他 们 彼此 交流 ,互相 支持 . 
代数 数 是 可 数 的 喇 ? 


(CRORE FETA A A POR ARE] LY Ey ORS R 
的 无 理 数 . 代数 数 的 集合 是 可 数 的 吗 ?” 这 似乎 是 个 十 分 困难 的 
癌 题 ,但 康 托 尔 却 很 轻松 地 解决 了 它 . 他 通过 代数 数 所 满足 的 多 
项 式 , 在 代数 数 中 引入 了 一 种 次 序 . 

康 托 尔 给 每 个 多 项 式 确 定 - -个 整数 ,他称 之 为 多 项 式 的 商 ， 
WHE 五 -我们 记得 ,多 项 式 的 形式 为 agx” + aix? l+ aax? 
+ en-1g + en =0. 我们 用 以 下 方式 定 疼 它 的 高 :首先 算出 一 I, 
它 等 于 多 项 式 中 x RRR 1, RSP CMSA BEY 
绝对 值 上 .所 谓 绝 对 和 值 意 指 无 论 这 个 系数 在 多 项 式 中 是 正 还 是 
fa ,我 们 都 只 取 其 正 值 . 于 是 ,多 项 式 的 高 为 H=(n-1)+ 
[eo| * | «vl +t |as|. 这 里 的 系数 用 竖 线 括 起 来 就 叫 人 向 它 
们 的 绝对 值 .例如 ,简单 的 多 项 式 x + 1 的 高 为 2, 因 为 ao=1， 
al=l, 且 ==1, 于 是 五 =(1-1)+l1+l1=2. 我 们 立刻 呆 以 看 
出 ,对 每 个 的 值 ,我 们 只 可 能 有 有 有 限 多 个 多 项 式 与 之 对 应 . 表 
10 给 出 了 前 三 个 H 的 值 对 应 的 包 项 式 . 

对 于 玉 =1, 我 们 只 有 一 个 多 项 式 x -0.H 是 2 时 ,我 们 有 
四 个 与 之 对 应 的 多 项 式 . 24 H =3 人 时 有 十 一 个 木 疗 的 多 项 这. 因 
此 ,相应 的 多 项 式 个 数 随 善 高 度 的 增加 也 在 快速 地 增长 . 然而， 
导 任 何 一 个 具体 的 互 ,相应 的 密 项 式 只 有 有 限 索 个 . 现在 我 们 
去 运用 高 斯 的 著名 定理 一 一 代数 基本 定理 . ERE EMES 
程 至 少 有 一 个 解 ( 或 根 ). 这 个 定理 的 - -个 推论 是 ,一 个 多 项 式 方 
程 的 解 的 个 数 是 固定 的 . 例如 ,多项式 t 2x _ 5=0 有 三 个 
解 ,而 多 项 式 x? -7x +1=0 有 两 个 和 解 .对 于 表 10 中 的 每 个 多 项 


也” 事实 二 ,前 文 已 经 说 明和 任何 -个 有 理 数 胡 是 菜 个 系数 为 整数 的 
一 次 多 项 式 方程 的 根 , 一 一 渗 注 
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式 , 我 们 吓 以 写 出 它们 的 解 ,并 删 去 重复 的 . 这样 ,对 每 个 百 及 
其 所 对 应 的 多 项 式 集 台 ,其 非 重 复 的 解 (或 者 说 代数 数 ? 的 个 数 
是 固定 的 . 
从 表 10 中 可 以 看 到 :对 于 已 =1 只 有 一 个 非 重复 的 解 , 即 
0. 对 =2, 我 们 得 到 两 个 解 ,x =1 和 -1 下 =3 时 ,我 们 得 到 六 
个 非 重复 的 解 ， 此刻 我 们 先 不 讲 vw —13 - — 1 A 
Flo 和 多项式 的 高 度 


ESHE EMA 唯一 解 
ap x-0 0 o 7 
2 x4120,*~-1=0,2x =0.x7=0 —L,l 
3 x42-0,x-2-02x24120.. -2.,- 3.1/3, V 71 


2x-1z0,3x z0,x* «120, 
x- l=0.x7 +x =0, x" -x =0 
207 =0, x? =0 


数 ( 以 后 我 们 会 讲 ) .现在 我 们 可 以 将 这 些 非 重 复 的 解 按 如 下 方 


式 上 号 射 到 自然 数 集合 上 了 ， 
d 1 xT - 
0 -1 1 -2 2 -3 4 v-T -vi 
+ + t t : 1 t à 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 


在 上 述 映射 中 ,每 个 代数 数 都 考虑 进去 了 ,因为 每 个 多 项 式 
都 有 一 个 相应 的 吾 伸 .对 应 于 那个 所 值 又 有 确定 的 一 些 代数 
煞 被 映射 为 睛 然 数 .从 这 种 -对 一 的 映射 中 ,我 们 认识 到 (正如 
康 托 尔 所 说 的 ) 代 数 数 必定 是 可 数 的 . 班 在 我 们 要 问 : 能 否 找 到 
一 个 无 限 集合 , 它 星 不 可 数 的 呢 ? 

MERA A Sb? 
BRAG AR ICES C ME i 8 13 b — +E rp E ER SE oE: aa E 
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可 数 的 吗 ? 他 实际 上 提 的 问题 是 :实数 是 否 可 数 一 一 实数 包括 [197 
代数 数 利 超越 数 . 如 果 超 越 数 和 代数 数 都 是 可 数 的 ,那么 它们 合 

在 … 起 就 是 可 数 的 .1873 年 11 月 29 9 , 康 托 尔 在 给 他 的 朋友 

Bi fae ME HP SA: 


我 可 否 问 你 一 个 问题 ,对 我 来 说 它 上 共有 理论 上 的 兴趣 ， 
但 是 我 却 不 能 回答 它 ; 也 许 你 能 回答 它 , 并 会 慷慨 地 将 
答案 写 给 我 .问题 是 这 样 的 : 取 所 有 自然 数 nn HES, 
记 为 户 . 进 一 步 考虑 所 有 正 实 教 的 全 合 , 记 为 中 .问题 
很 简单 , 印 : 六 能 不 能 与 尺 配 对 , 司 得 一 个 集 侣 中 的 每 
一 个 元 素 对 应 于 中 一 个 集合 中 的 一 个 且 仅 取 是 一 外 元 
素 . 祖 粗 看 志 , 人 们 一 定 会 对 自己 说 :不 成 ,这 是 不 可 
EH, FON AD RROD HAO, eR 是 连续 
的 . "但 这 种 反对 意见 什么 也 没有 证 明 . 我 强烈 地 感觉 
H N fR 不容 许 这 种 配对 , 供 一 直 淄 有 找到 理由 .这 
A4 FIR — DAHA eit X IE RS Bag 9 


AX HL, RRRA T 8 SC, fh RECT AS. 如果 他 能 
找到 将 所 有 正 实 数 映射 到 自然 数 上 ,那么 ,用 同样 的 技巧 ,他 就 
能 把 所 有 负 实 数 都 包括 进来 . 戴 德 金 回信 给 康 托 尔 说 ,他 不 知道 
康 托 尔 问 题 的 答案 .1873 年 12 月 7 日 ,仅仅 在 康 托 尔 发 出 第 一 
SHSM AR RIG MSA RRS. 


HILAR A EE E 69 BY gp PR OR EE E an d da REE 
今天 ,我 相信 我 完成 了 这 件 工作 .我 怕 自 己 会 起 错 了 、. 
你 又 是 最 宽厚 的 评论 家 ,我 便 身 作 主 张 地 将 我 写 好 的 
RG, Ie A Oo BAG RS th Sq > 


FEAL — Je) 8 —— ah EE TAY BRE SE NB ERAS T ib A as 
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iX — Az XM , HI SCC AS ERES, BS OS SOS PE ARBRE T S 
际 上 .他 有 黄 个 证 明 . 第 个 是 在 0873 年 12 月 提交 给 戴 德 金 并 
TL 1874 年 出 版 的 证 明 .4 第 .个 证 明 非 常 苹 妙 地 利用 了 小 数 系 
统 ,你 可 以 在 集 人 台 论 的 大 多 数 课 本 中 找到 它 . Pi PE BA AB AR E 
35 (AGS TERR. 

企 第 一 个 证 明 中 , 康 托 尔 使 用 希腊 人 引进 的 反 证 法 ,或 称 间 
接 证 明 法 (前 而 我们 已 经 过 到 过 ) .他 首先 假定 正 实数 可 以 一 对 
一 地 映射 到 白 然 数 上 .然后 由 此 导出 素 盾 .如 果 正 实数 集合 是 不 
可 数 的 ,当然 所 有 正 实数 加 上 人 负 实 数 也 是 不 可 数 的 .这 个 证 明 也 
是 以 用 米 证 明 超 越 数 是 不 可 数 的 , 国 为 所 有 其 他 种 类 的 实数 都 
是 可 数 的 .如 果 所 有 实数 组 成 的 集合 不 可 数 , 那 必然 是 由 于 超越 
DOE T 

如 果 我 们 假定 正 实数 是 可 数 的 , 则 至 少 存在 它 与 自然 数 之 
间 的 一 个 睦 射 ;假定 这 样 -一 个 映射 是 由 下 面 的 序列 给 沿 的 ,其 中 
每 个 (希腊 字母 ,读音 近似 于 “欧米 咱 ") 玫 是正 实 数 ， 


e], ws ys LEE eus, Dé eT, WER. Cogs ` 

在 上 面 的 序列 中 ,ww 的 脚 标 表示 它 被 映射 到 的 那个 自然 数 . 
根据 康 托 尔 的 假定 ,上 面 这 个 序列 包含 所 有 的 止 实数 . 

我 们 取 实 数 直线 上 的 一 个 线段 .并 将 端点 标 为 a 和 8. 我 们 
选取 哪 两 个 数 作为 线段 的 端点 窗 无 关系 .我 们 所 假定 的 只 是 a 
和 8 是 不 同 的 数 . 我 们 随意 地 认定 a 是 黄 数 中 的 较 小 者 ,所 以 
a < 8. 因为 所 有 的 实数 都 包含 在 我 们 的 序列 中 ,因此 在 a 与 8 
之 间 的 实数 也 必 在 其 中 .我 们 沿 着 序列 移动 直到 遇见 洲 在 线段 
Ca ,8) 中 的 两 个 数 .我 们 称 它们 为 w。 和 ow. 为 了 使 二 推理 ,我 们 
将 认为 wa < .从 我 们 序列 中 选 出 的 这 两 个 数 ,在 我 们 上 述 的 
第 一 个 线段 内 又 确定 了 别 一 个 线段 (图 44). 现在 我 们 再 继续 沿 
着 序列 找 出 另 两 个 数 ,这 次 要 求 它 们 在 wa 和 ws 之 间 ,我 们 称 这 
两 个 新 数 为 w Howa 这 两 个 新 数 在 线段 (ww ,es ) 之 内 并 确定 了 
第 三 个 线段 .你 可 以 看 出 ,这 个 过 程 可 无 限 地 继续 下 去 ,每 次 我 
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们 在 已 有 的 线段 中 找到 两 个 数 以 确定 一 个 新 的 线段 ,继而 我 们 
又 能 利用 这 个 线段 去 确定 六 一 个 线段 .图 44 展 水 了 共 中 的 前 儿 


个 线段 ， 
RR 
eC 8 — 5. üe Wy 94 "y a uw B 
————Á— —Á—— À———— ÀÁ— 


Hi 44 康 托 尔 关于 实数 不 可 数 的 第 -个 证 明 . 如果 w, wg wat E 
SERA OT Be HP 30, VI SE a F3 xis H1 — Fh DC n] E BS RE CE nus ol. 
Le coal i cou wi), 它 必 有 一 个 不 属于 这 个 序列 的 极限 点 .因此 ,不 存在 
可 数 的 序列 能 包含 所 有 的 实数 . 


在 上 述 过 程 进行 中 ,可 能 出 现 两 种 情况 .第 一 ,我 们 可 以 假 
定 这 个 过 程 停止 了 .此 时 ,我们 再 也 找 不 到 另外 两 个 数 能 塞 进 我 
们 的 最 后 一 个 区 间 , 但 这 会 导致 半 竺 ,因为 我 们 知道 在 任意 两 个 
实数 之 间 都 存在 男 一 个 数 .事实 上 ,我 们 还 可 以 进一步 说 ;在任 
意 两 个 实数 之 问 存 在 无 限 多 个 实数 .因此 这 第 . -种 情况 不 可 能 
发 生 . 无 论 我 们 作 多 少 次 ,我 们 都 会 得 到 越 来 越 短 的 线段 ,一 个 
套 住 一 个 .我 们 可 以 继续 不 断 地 在 实数 序列 中 我 到 另外 阿 个 实 
数落 入 上 一 个 线段 的 内 部 ， 

国 此 ,我 们 遇 到 的 必 是 下 述 第 二 种 情况 :我 们 能 够 确定 无 限 
多 个 线 人 段 ,每 一 个 都 在 另 一 个 的 内 部 . 换 名 话说, 这些 线 外 将 有 无 
限 多 个 端点 ( 数 ) ,它们 包含 在 最 初 的 线段 (o ,8) 内 .此 时 康 托 尔 
在 他 的 证 明 中 应 用 了 一 个 定理 .这 个 定理 是 由 19 世纪 的 两 位 数 
学 家 发 现 的 ,他 们 是 捷 呈 斯 浅 找 克 的 牧师 伯 轧 哈 特 : 波 尔 查 湛 
(Bernhard Bolzano，1781 一 1848) 和 康 托 尔 在 柏林 大 学 时 的 那 位 老 
师 卡 尔 ` 维 尔 斯 特 拉 斯 .我 们 知道 是 维尔 斯 特 拉 斯 在 1865 
年 该 尔 查 庶 去 世 后 很 久 ,给 出 了 波 尔 查 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 定 
理 的 证 明 ,不 过 ,该 定理 所 涉及 的 基本 思想 是 同时 属于 这 两 位 的 ， 
下 而 就 是 康 托 尔 所 要 上 到 的 波 尔 查 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 . 
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波 尔 查 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 :证 xi,xzo,xi，… 是 一 
个 增长 的 数列 ,这 些 数 是 有 界 的 , 即 存 在 一 个 数 BUE 
纪 性 何 一 人 外 x 都 天 . 则 该 数列 看 在 一 个 极限 工 . 
当 我 们 观察 从 正 实 数 序 列 中 确定 的 线段 的 无 限 汇集 时 ,我 
200] 们 立刻 看 到 线段 的 左 端 点 构成 了 -- 个 新 的 数列 , 它 是 无 限 增长 
的 数列 ,有 上 界 8. 因 此 ,在 a Me 之 间 存 在 一 个 数 询 的 极限 点 
上 .这 个 数列 其 实 很 简单 ,如 oos cocco, OE CBE TE EROR AI 
o 的 序列 中 出 现 . 工 是 什么 类 型 的 数 呢 ?” 它 不 可 能 是 我 们 的 实 
FRAP SU wiswa, wz, wa, t P KA TER, 因为 如 果 它 在 这 个 数 
列 中 的 语 ,那么 在 寻找 用 以 确定 新 的 线段 的 数 时 ,我 们 最 终 -- 定 
会 遇见 它 , 这 样 - -来 5 就 将 变 成 某 线 段 的 一 个 端点 . 这 个 说 法 
你 得 花 点 时 间 细 细 地 体会 一 下 . 如 果 OL 真是 在 那个 实数 序列 
中 ,那么 它 将 被 映射 到 某 个 特定 的 自然 数 n 上 ,并 以 n 和 作为 脚 
标 . 当 我 们 从 原 有 线段 出 发 来 找 导 新 线段 的 连续 不 断 的 过 程 中 ， 
在 第 n 步 将 得 到 二 ,因而 上 成 了 我 们 的 线段 的 一 个 端点 , 那 它 
就 木 是 极限 点 了 . 
于 是 ,由 于 工 不 可 能 在 w SZ n BB E X dE BS, 
么 我 们 就 得 到 一 个 实数 (因为 工 是 数 线 上 的 一 个 数 ) . 它 不 包括 
fF. o 序列 中 .因此 ,序列 ww 并 设 有 和 包含 所 有 的 正 实数 . 这 个 矛盾 
就 让 明了 没有 一 个 实数 序列 到 自然 数 的 一 对 -的 映射 是 完全 
的 .实数 的 可 数 性 就 被 排除 了 .因此 .实数 的 基数 比 自然 数 ( 或 有 
理 数 ,或 代数 数 ) 的 基数 “大 "”， 
第 二 个 证 明 
康 托 尔 于 1873 年 给 出 的 美 于 正 实 数 是 不 可 数 的 第 -一 个 证 
明 很 简捷 ,只 用 到 了 数 的 映射 概念 和 波 尔 查 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 
定理 .他 若干 年 后 给 出 的 第 一 个 证 明 要 依赖 于 十 进 小 数 系统 .这 
T uEBH 4& Mi. E. 5j SEE T Hle] u BER ED, BRE TE Sc Et! Fl 
然 数 之 癌 存 在 一 对 ~- 的 映射 .但 此 时 常 假定 我 们 的 数 都 点 为 十 
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进 小 数 形 式 .此 外 我 们 还 要 假定 只 对 0 到 工 之 间 的 实数 作 醚 射 . 


一旦 能 证 时 0 与 1 之 间 的 实数 不 可 数 . 自 然 全 部 实数 更 是 不 可 [20 


数 的 了 . 
好 ,现在 假定 我 们 已 将 所 有 0 与 1 之 间 的 实数 排列 好 并 以 
下 述 方式 跟 自 然 数 实现 一 -对 应 ; 
170.179 203 840 982 7... 
2++0.375 550 000 000 0... 
350.000 178 834 544 1... 
40.499 878 333 333 3... 


5*4 *0. 845 596 792 873 9... 


当然 ,这 个 表 可 以 无 限 地 排 下 去 ,因为 有 无 限 多 的 自然 数 和 
记 限 欠 的 0 与 1 之 间 的 实数 . 表 中 有 些 实数 是 有 理 数 ,其 形式 是 
有 穷 小数 或 循环 小 数 ; 另 一 些 有 是 无 理 数 , 即 韭 循环 小 数 .我 们 的 
假设 是 :所 有 0 与 1 之 间 的 实数 都 己 排 列 在 这 个 表 内 . 

为 了 证 明 有 刻 盾 ,我 们 要 向 的 唯一 一 件 事 情 就 是 上 友 构 造 -一 
个 0 与 1 之 间 的 实数 ,使 它 不 在 上 述 这 个 表 中 .我 们 怎样 来 构造 
这 个 数 呢 ? 在 小 数 点 后 第 一 个 小 数位 上 我 们 选取 一 个 数字 , 它 
HRS 1 相对 应 的 那个 数 中 的 第 一 位 数字 不 同 . 即 我 们 选取 -一 个 
ER 1 AN fa) BS XE E, EE D XT) RI EA PE 3, 即 我 们 构造 的 小 数 以 
0.3… 为 开端 . 选 第 二 位 小 数 时 要 注意 表 中 的 第 二 个 实数 ,我 们 
芸 捅 个 与 第 二 个 实数 中 第 一 位 不 局 的 数字 ,因此 要 选 一 个 不 
问 于 7 的 数字 ,我 们 选 4. 此 时 我 们 所 构造 的 数 形 如 0.34… .我 
们 继续 这 种 构造 方式 ,选取 第 n 位 小 数 的 数字 时 总 得 与 第 个 
实数 的 第 n 位 数字 不 同 , 这 个 数 构 壬 好 了 之 后 ,我 们 立刻 可 以 看 
央 管 不 是 去 中 所 列 的 任何 -个 数 . 为 什么 ? BE EAT De rp 
SB on PSR BOM JEFE TELE as HS ABA ed eS bk oT RBA n 个 
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数 的 第 ”位 小 数 必 号 我 们 构造 的 数 的 第 ”位 小 数 不 同 .因此 上 


而 这 张 实数 表 是 不 完全 的 ;正如 前 一 个 证 明 中 的 序列 是 不 完全 
的 一 样 .这 就 三 说 实数 实在 太 季 太 多 了 ,根本 不 可 能 一 对 一 地 映 
射 到 日 然 数 上 .我 们 得 到 了 一 个 优美 的 定理 , 它 妇 功 于 康 托 尔 . 
ERAT AM? 闫 在 如 此 简捷 ,又 如 此 有 效 . 

定理 ”由 所 有 实数 组 成 的 集合 是 不 可 数 的 . 

康 托 尔 对 自然 数 集 的 基数 和 和 实数 集 的 基数 部 给 出 了 特别 的 
名 字 ,日 然 数 ( 或 者 说 所 有 的 可 数 集 ) 的 基数 为 只。 这 是 希 伯 
菜 文 子 节 表 中 的 第 一 个 字母 兴 ( 读 作 aleph) 加 上 下 标 避 组 成 的 . 
他 把 实数 集 的 基数 命名 为 洁 1. 真 要 感谢 康 托 尔 , 我 们 才 发 现 了 
关于 数 的 深刻 的 真理 .我 们 知道 所 有 自然 数组 成 的 集合 ,所 有 分 
数组 成 的 集合 和 所 有 代数 数组 成 的 集合 都 具有 同样 的 基数 兴 o. 
但 数 线 上 的 其 他 数 一 一 起 赦 数 有 大 得 多 的 称 密 度 , 它 们 形成 了 
AS, PUREE. 

TAL] AS Wit AL Bk ER PT RRR BY AY OR E 
TA? 考虑 我 们 定义 过 的 超越 数 e. 我 们 说 过 e = 


lim {1+ 让】 ,因此 描述 。 只 须要 使 用 有 限 个 符号 . 是否 所 有 的 


超越 数 都 能 用 某 个 有 限 的 符 导 集 来 定义 或 描述 呢 ? 答案 是 不 
能 .否则 的 话 ,我 就 可 以 把 所 有 这 些 有 限 的 符号 集 排 成 一 个 可 数 
集合 ,于 是 我 们 就 可 以 使 用 这 有 限 个 符号 作成 菜 种 类 型 的 映射 ， 
将 超越 数 映 到 和 白 然 数 集 上 , 孝 么 超 研 数 就 是 可 数 的 了 .上 和 面 的 论 
证 可 导 敏 一 个 奇怪 的 结论 , 邯 必 存在 多 到 不 可 数 的 超越 数 ,我 们 
竟 不 能 用 有 限 多 个 符号 来 描述 之 ,因此 必 存 在 多 到 不 可 数 的 一 
大 堆 数 ,我 们 从 未 去 描述 过 它们 .这 是 寿 意 味 着 存在 一 些 独特 的 
数 是 无 法 描述 的 呢 ? 也 不 一 定 .特殊 的 数 总 是 可 以 去 研究 的 ,我 
们 希望 它们 能 用 有 限 的 符号 集 来 描述 ,并 能 列 入 我 们 已 描述 过 
的 超越 数 的 可 数 的 表格 之 中 . 
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在 党。 Puts, 之 间 还 存在 别 的 东西 吗 ? 


如 同 数学 中 发 生 的 大 多 数 情形 一 样 ,我们 刚 解 答 完 一 个 问 
题 , 便 会 崩 出 更 多 问题 此 求解 答 .一 已 康 托 尔 证 明了 存在 丙种 不 
I] EO ACER AE o ASS, 人们 紧 接着 就 会 问 在 两 者 之 间 是 否 还 有 
s BR JG BR SE ec. Bl ,是 否 存在 一 个 无 限 集 , 往 自然 数 上 映射 的 
rE ACK ,而 往 实数 集 上 上 映射 时 又 显得 太 小 ? 这 个 问题 已 成 为 
著名 的 连续 统 假设 (continuom hypothesis) . 康 托 尔 不 相信 有 这 样 
的 集合 仔 在 ,但 来 能 给 出 证 明 . 这 个 问题 直到 1963 年 才 有 了 等 
案 . 在 这 一 年 ,年 轻 的 数学 社保 罗 - 科 恩 {Paul Cohen, 1934 一 )i 让 
明 这 个 问题 是 不 可 判定 前 .说 一 个 问题 不 可 判定 是 什么 意思 呢 ?” 
日 常生 话 中 ,我 们 在 间 一 个 问题 时 只 会 想到 “对 ?或 “ 错 " 两 种 答 
案 , 二 者 必 居 其 一 .但 在 研究 数学 问题 时 ,不 一 定 如 此 .人 逻辑 学 家 
们 喜欢 从 一 组 被 认为 是 真理 的 公理 出 发 来 构造 各 种 不 同 的 数学 
领域 . 当年 欧 斤 里 得 在 发 展 他 的 演 绊 几何 学 时 就 是 如 此 .他 不 如 
任何 证 明 地 提出 一 些 断 言 ,并 认为 这 些 断 言 在 直观 上 是 正确 的 ， 
然后 他 利用 这 些 断 言 演绎 出 几何 定理 . 

ix ERG 可 判定 性 (undeeiqdability) 有 什么 关系 吗 ? 了 欧 几 里 得 
的 第 五 公设 说 ,对 于 任何 一 条 直线 及 直线 外 一 点 ,有 上 且 仅 有 一 条 
通过 该 点 且 与 原 直 线 平 行 的 直线 (图 450 .在 很 长 -- 段 时 期 里 ， 
数学 家 和 们 认为 这 条 公设 不 是 不 证 自明 的 , 它 应 该 能 从 别 的 公设 
各 公理 推导 出 来 ;但 是 他 们 推导 第 五 公设 的 所 有 尝试 郁 和 失败 了 . 
我 们 现在 知道 想 从 别 的 公设 和 和 公理 推导 出 它 是 不 可 能 的 ,这 瘟 
昧 着 欧 几 里 得 的 第 五 公设 跟 连 续 统 假设 处 于 问 样 的 状态 一 一 它 
们 都 是 不 可 判定 的 .所 以 ;如 果 你 想 要 的 是 含有 第 五 公设 的 几何 
学 ,你 就 必须 视 其 为 一 条 无 须 证 明 的 陈述 (公设 )， 

康 托 尔 所 发 展 的 集合 论 称 作 朴素 集合 论 , 它 蔓 基 于 集合 的 
直观 忻 质 . 现 代 集 合 论 则 是 由 王位 数学 宗 恩 斯 特 : 策 梅 野 { Ernst 
Zermelo) PARNE FE + JE f£ 9 ^R ( Adolf Fraenkel) 基于 一 组 公理 发 展 
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版 直线 一 


Eas 欧 玫 至 得 第 五 会 设 . 给 出 - :条 直线 和 直线 外 OS u HNA 
条 过 该 点 的 占线 与 原来 的 直线 平行 . 


起 来 的 .这 些 公 理 现 在 称 为 策 梅 罗 一 弗 伦 克 尔 公理 ,或 简称 为 
ZFC .我 们 从 ZFC 不 能 推导 出 连续 统 假设 是 真理 的 结论 .如 果 我 
们 想 要 证 连续 统 假设 成 为 数 的 理论 的 组 成 部 分 ,就 必须 找到 能 
保证 它 成 立 的 公理 并 把 这 个 公理 添加 到 ZFC 的 公理 之 中 .这 就 
是 说 ,存在 着 合 有 连续 统 假设 和 不 含有 连续 统 假设 的 两 种 版 本 
的 集合 论 . 于 是 问题 变 成 了 :宇宙 到 底 是 怎样 运作 的 ? 对 我 们 来 
说 ,是 使 用 连续 统 假设 为 真 的 集合 论 更 好 写 些 呢 , 还 是 相反 ? NE 
个 时 适合 我 们 的 需要 ?此 刻 我 们 并 不 知道 问题 的 答案 . 

可 数 集 (0) 与 不 可 数 集 (内 |) 的 区 别 不 是 无 足 轻 重 的 珊 
3 .可 数 的 数 集 我 们 通常 都 将 它 等 同 于 自然数 集合 一 一 是 
人 类 最 早 认 识 和 思考 的 无 眼 集 .为 了 理解 生存 空间 的 广度 和 与 
ABA BSE ,我 们 进行 了 长 期 的 努力 ,其 间 又 邂逅 了 另 一 种 不 同 
HERR ex CSS LU EE HB IOS c BE PERE SEX HB) l continu- 
um) B Ej 5 8E) .在 数学 中 ,我 们 需要 研究 这 个 更 大 的 集合 .而 
为 了 科学 ,我 们 又 需要 数学 .我 们 可 以 简单 地 来 说 明 愉 和 o 是 
不 同 的 :我 们 能 够 将 可 数 无 限 多 的 线段 置 于 数 线 上 ,使 它们 徙 此 
不 相交 (图 46) .但 当 我 们 这 图 将 不 可 数 无 限 多 的 线段 置 于 数 线 
上 时 ,必定 会 有 - 些 线段 具有 相 重 的 部 分 .事实 上 .无 限 不 可 数 


的 数 线 段 必定 相 重 ." 
oy) ee 
——MÀ—M———————M—————M——— 


Pa] RR 
Ee 


Bas 可 数 集 与 不 可 数 集 .在 -元 限 的 直线 上 ,我 们 能 够 从 窒 地 放 入 
可 数 无 限 多 的 线 氏 .然而 ,在 癌 一 条 直线 上 ,不 可 能 开 不 相 重 地 放 入 不 可 
FOL BR SE AR BE 


至 此 .我 们 已 刻画 了 整 条 实数 直线 . 它 是 出 自然 数 .分 数 . 代 
数 数 (它们 都 是 可 数 的 ) 以 及 有 点 生 朴 的 超越 数组 成 的 ,后 震 是 
不 可 数 的 .关于 数 , 我 们 已 经 知道 得 不 少 了 ,难道 还 有 必要 去 弄 
明白 更 多 的 东西 吗 ? (206 
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从 表面 上 和 看, 有关 煞 的 主要 问题 好 像 都 解决 了 .我 们 已 经 在 
实数 与 数 线 上 的 点 之 间 建 立 起 了 -一 对 应 关系 .我 们 已 经 熟悉 
了 不 同类 型 的 实效. 我们 已 经 型 清楚 了 林 数 集 与 不 吓 数 集 . 我 们 
还 举 出 了 了 很 能 说明 问题 的 不 可 数 集 的 例子 一 一 那些 有 点 怪 的 超 
越 数 .还 有 什么 可 说 的 呢 ? 

请 癌 硕 -一 下 康 托 尔 关 于 代数 数 是 可 数 的 之 美妙 证 明 , 我 们 
TED E GB LUE -个 奇怪 的 符 寻 ,不 过 当时 故意 设 有 去 搭理 它 .这 
个 符号 就 是 ”一 1, 它 能 以 正 的 和 负 的 两 种 形式 出 现 . — 1 的 平 
AREIRES? 它 必 定 是 一 个 数 , 它 的 平方 等 于 一 个 负数 .但 
我 们 根据 算 本 规则 邯 道 ,如果 有 两 个 符 妇 相同 的 数 相 乘 , 则 得 到 
的 乘积 - 定 是 正 数 .因此 求 一 个 负数 的 平方 也 应 得 到 正 数 , 跟 正 
数 平方 的 情形 - - 样 . 零 的 平方 当然 仍 是 零 . 看 来 在 我 们 的 数 线 
上 ,没有 -- 个 实数 在 求 平方 之 后 会 得 出 负 的 结果 ， 

我 们 可 能 会 想 , 把 它 仍 到 -过 .忘掉 算 了 .在 很 多 个 世纪 中 ， 
数 滩 东 就 是 这 么 二 的 .然而 问题 并 没有 消 先 .我们 偶然 遇 到 的 正 
的 利信 的 v 一 1 导 多 项 式 方程 x* + 1=0 的 两 个 解 .这 是 -- 个 相 
当 简 单 的 多 项 式 方 程 , 它 的 两 个 解 就 是 这 种 奇怪 的 负数 开平 方 
根 , 我 们 称 之 为 贷 数 方 根 . 如果 我 们 根本 不 承认 vw -i, 那 么 这 个 
多 项 式 方程 是 无 解 的 . 史 糟 糕 的 是 这 种 类 型 的 解 有 很 多 .多项式 
a+ 2=OF ATR, CARY -2 和 - v -2. 这 时 我 们 必须 找 
到 一 个 数 ,使 它 的 平方 等 于 - 2. 我 们 罕 然 领悟 到 ,对 任何 一 个 实 
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Etc. (AASB x» r=0, 所 以 必定 会 出 现 -~ r 的 平方 
根 . 在 解 这 个 -一 般 的 方程 时 ,我 们 必须 先 将 > 移 皇 方程 式 的 右 
边 , 它 应 变 为 负 的 ,然后 求 它 的 平方 根 .这 意味 着 这 种 奇怪 的 负 
数 方 根 跟 实数 一 样 多 .我 们 还 可 以 考虑 稍 复杂 些 的 问题 ,比如 方 
Peat + 1=0. 我 们 在 解 这 个 方程 时 发 现 x = -1, 它 表示 这 样 
一 个 数 , 当 它 乘 以 自身 三 次 后 等 于 -1 因此 除了 平方 根 之 外 ,还 
有 开 其 他 次 的 方 根 也 跟 这 种 奇怪 的 数 有 关 . 如 果 它 们 都 不 在 数 
REER, ERER WAT. 它们 真 的 存在 吗 ? 

在 很 多 世纪 中 ,数学 家 根本 不 理会 负数 开 根 的 问题 . n 8 es 
项 式 方程 仅 有 负数 方 根 这 种 解 ,那么 数学 家 们 就 断言 该 方程 无 
解 . 古 希 腊 伟 大 的 代数 学 家 和 孟 番 图 完全 拒绝 把 负数 方 根 作 为 方 
程 的 根 .第 一 个 考虑 把 负数 的 平方 根 作为 多 项 式 方程 解 的 是 
阿尔 册 特 ' 吉 拉 尔 ,在 17 世纪 几乎 没有 别 的 人 同意 他 的 这 种 收 
法 .? 在 代数 与 几何 得 到 重大 的 改造 之 前 ,这 些 奇怪 的 家 伙 很 难 
在 数学 王国 中 有 个 安全 的 家 .终于 有 两 个 人 ,就 是 我 们 提 到 过 的 
笛 卡 儿 和 高 斯 ,为 它们 在 数学 王国 中 安 了 家 , 笛 卡 儿 提 供 了 必要 
的 工 其 ,而 高 斯 给 出 了 最 后 的 解 等. 


解析 几何 的 诞生 


FAR LCS 47) 活 着 的 时 候 绝 想不到 ,他 的 工作 会 成 为 一 类 
全 新 的 数 的 基础 .事实 上 ,他 本 人 拒绝 将 负数 的 平方 根 作为 多 项 [208] 
式 方程 的 解 , 并 为 这 种 根 赋予 了 现在 仍 在 使 用 的 名 称 :虚数 儿 
(imaginary number). 

EPIL 1596 年 3 月 31 日 生 于 法 国 小 城 拉 区 (La Haye) 88 
一 个 贵族 家 庭 .了 因 家 庭 富裕 ,他 不 必 操 心 去 工作 ,于 是 成 了 一 
个 对 赌博 和 女人 感 兴趣 的 典型 的 17 世纪 绅士 .但 他 受过 良好 的 


D 也 可 直译 为 假想 的 数 .一 一 译注 . 
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9] 国 47 18 EJL.1596—1650. CI BAILS MAL USER EE REA HS FL EM) 
传统 教育 .在 他 的 青年 时 期 .为 了 寻求 欢乐 而 参 了 军 , 曾 为 几 个 
了 欧洲 王室 作 过 战 .但 所 有 这 一 切 掩盖 了 这 样 一 个 事实 , 即 他 是 第 
一 流 的 数学 家 和 哲学 家 ,甚至 还 花 时 间 从 事 科 学 实验 ,他 有 一 -名 
为 人 熟知 的 生活 格言 “我 思 上 故我 在 .他 个 人 最 有 价值 的 贡献 就 

是 我 们 现在 淡 到 的 学 科 BERT ILIN . 
HU EJL 23 FECR XE EBA Bd ARATE 
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Pat PEAS. fibi Dix R— Mai er EBORE GE OT 2628 IPIE A 
式 ,将 生命 贡献 给 数学 .哲学 和 科学 .他 说 在 梦 中 获得 了 开局 伟 
大 的 真理 财富 大 1 门 的 麻 铀 .他 以 未 漆 露 过 府 铀 指 的 是 什么 ,但 他 
的 售 记 作者 推测 说 这 就 是 他 的 儿 何 原理 . 

在 古典 希 脐 时 期 ,由 于 发 现 对 角 线 的 不 叮 公 度 性 ( 即 y2 是 无 
理 数 , 它 不 能 表示 成 分 数 } ,导致 了 代数 和 几何 各 自分 道 扬 义 . 代 
数 讨 论 涉及 数 的 同 题 ,而 几何 研究 空间 的 性 质 . 笛 卡 玫 把 这 两 门 
党 科 再 次 拉 回 到 了 一 起, 他 是 用 一 种 简单 的 作 图 法 实现 这 - -点 
的 .首先 .他 到 一 条 实数 直线 (虽然 因 时 代 尚 早 , 他 还 末 兖 分 地 认 
识 这 条 线 的 丰富 内 容 }, 将 它 按 水 平方 向 放置 ,然后 他 取 第 二 条 
数 线 竖 直 摆 放 , 使 之 与 第 -~- 条 线 相 交 为 直角 (图 48). RR 
线 都 称 为 轴 , 两 条 直线 的 交点 称 为 原 专 ,并 指定 该 点 的 值 为 0. 
平面 上 的 每 个 点 可 以 用 两 个 数 定 出 位 置 ; 即 它 沿 着 水 平方 向 与 


BUS SON 


bt J 


48 ERILE. Yi LAR he PN SER, y E-E, 
Jte x 是 从 该 点 包 原 点 的 水 平 旺 离 ,y Fée BD ix F1 SCR AS Ie AER . 
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Ii za Fa) BUSH SS , DUET AE SE L7; 156] 3 Bet ea BS ER S. Ay (RT (EGG 


见 ,水 平方 向 的 轴 称 为 + d SE ELIT ALR y de. 

例如 ,图 48 两 出 了 在 x 轴 上 对 应 的 数 为 2. 在 y 轴 上 对 应 
的 数 为 3 的 点 .这 个 点 等 同 于 两 个 数 (2,3). 同 样 , 任 … 个 点 部 等 
同 于 -一 个 包 会 两 个 数 的 集合 . 图 48 中 第 二 个 点 位 于 ( 一 1.5， 
- 2) ,这 就 是 说 它 位 于 原点 左 方 1.5 个 单位 ,位 于 原点 下 方 2 个 
单位 . 任 一 个 点 所 对 应 的 随 个 数 称 为 该 点 的 坐标 . 为 了 纪念 币 卡 
儿 , 我 们 称 这 个 系统 为 稍 卡 儿 坐 标 系 

除了 发 明 这 么 精妙 的 系统 把 点 的 位 置 用 数 的 集合 来 表示 以 
外 , 笛 卡 儿 还 做 了 许多 事 .他 实现 了 用 代数 关系 来 描述 几何 曲线 
的 有 效 方 法 ,这 是 解析 几何 的 关键 所 在 .圆心 在 原点 的 圆 的 代数 
方程 为 x?+ y^ = ,其 中 x 和 y 表示 半径 为 + 的 图 上 的 点 的 从 
标 . 虽然 在 占 代 已 经 对 国徽 过 很 多 研究 ,但 解析 几何 让 我 们 大 大 
前 进 了 一 步 . 它 使 我 们 能 有 有 效 地 去 研究 那些 在 欧 几 里 得 几何 中 
很 难 对 付 的 曲线 . 椭 加 是 一 种 拉 长 了 的 大 ,用 于 描述 行星 的 运行 
轨道 , 它 的 方程 是 + 二 = 1, 其 中 a BCR. o 是 短 轴 .抛物 线 
是 与 一 个 确定 的 点 和 一 条 确定 的 真 线 有 固定 距离 的 点 组 成 的 集 
合 , 它 的 方程 为 ?> = Ame ,其 中 m 为 诛 点 到 确定 点 的 距离 . 

像 殷 物 线 和 椭圆 这 样 的 曲线 ,能 帮 我 们 描述 发 生 在 我 们 周 
围 的 许多 自然 现象 . 通过 把 复杂 的 几何 曲线 表示 成 代数 关系 , 才 
有 可 能 去 研究 现代 儿 何 学 . 我 们 将 看 到 , 笛 卡 儿 用 以 表示 点 的 新 
系统 能 使 负数 方 根 变 得 容易 理解 . 但 是 在 那个 时 代 , 笛 卡 儿 还 不 
可 能 走 到 这 一 步 .用 笛 卡 儿 坐 标 系 去 理解 负数 方 根 的 工作 ,一 占 
到 差不多 两 个 世纪 之 后 才 在 高 斯 的 著作 中 间 世 。 

f FJLe 1619 年 得 到 的 解析 几何 这 把 魔 铀 ,在 拖延 了 18 
年 后 于 1637 年 出 版 .这 期 间 他 参加 过 儿 次 战役 ,并 有 好 几 次 是 
侥幸 脱险 ,保全 了 性 命 .正如 中 尔 (E.T.Bel) 在 他 的 《数学 家 ) 一 
书 中 所 指出 的 ,很 可 能 在 1637 年 之 前 的 某 年 ,一 颗 流 弹射 中 笛 


-KILAR T flf d: dir BB HE FE LE iid HS PE RE dE CD CS 
ZMT. KILE SSH gU SLAP AB Ur A Z8 1 PLE .数学 利 科 学， 
1650 *F ftl [EE ER TE, ERE 53 岁 . 


高 斯 将 复数 定位 


PER ARREA SS 1777 年 4 月 30 日 生 于 一 个 社会 
地 位 低下 的 农民 家 庭 . 他 是 一 个 神童 .他 的 母亲 多 罗 西 姬 :本 艾 : 
A Hi (Dorothea Benze Gauss) JH. FTES HR IL SOE IE 
他 摆脱 做 农民 的 命运 . TE fy fedi ya ( Brunswick ) A BH A) AB BP 
ree SE SR BPE. CORR EY BW Rite 15 Bate A ROR 
学 院 , 到 18 宏 时 进入 格 丁 根 大 学 . 1799 年 ,年 仅 22 27 BU 8 HL 
AC BB Mee FF ( Helmstadi) KEF BN Bd oz (i6. 8 9 ICE FB BA 
Ti EX AE NR fe, fl n Dg TUR ACR AR GK, HARE RK 
TRG. AST NOUS Re fi Ease ge). Sp fb YE XE Edu 
A. STIR IRSA CRUSH. PT BELA ALES MESE pef A WD 
学 家 ,然而 他 的 生活 却 常常 像 Bed poda PEESE TS 
HEC PAS PEA) , 述 有 一 个 孩子 天 折 . 这 使 他 产生 了 对 
FET-HUERMB.. ERER , fish ^E dy T fa fT 

高 斯 出 版 了 了 有 几 部 杰作 ,对 数论 . 复 分 析 ,微分 凡 何 ,拓扑 以 战 
数学 在 天 文学 中 的 应 用 等 领域 ,对 磁 学 ehe ee .电学 等 各 
门 科学 都 做 出 了 贡献 .他 的 秘 人 笔记 - gu gu fi d HECISSS 年 ) 后 
aX EAE A dk. ALT ACD AEBUE S AERK JL i fE SS T fl 
各 .不 过 我 们 在 这 里 所 美 心 的 是 他 的 博士 论文 的 : -个 推论 .上面 
已 说 过 ,他 1799 年 的 论文 首次 证 明了 每 个 多 项 式 方 程 至 少 有 一 
个 解 .在 证 明 过 程 中 ,高 斯 一 定 想 出 了 解决 负数 开 根 这 一 问题 的 
可 靠 基 础 ,认为 多 项 式 广 程 xza+1=0 只 有 负数 方 根 这 种 形式 的 
解 ,如 果 我 们 没有 办 法 对 付 它们 ,代数 基本 定理 就 不 能 成 立 . 

r5 HUBS FA TE JL PES Wd A 4B EL £3 EH IRL A RR | 他 将 水 
平方 向 的 x 轴 指 定 为 实数 直线 ,这 是 我 们 熟知 的 . EE Ae 
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A 5 — FEE ROL - 1 为 基础 的 虚数 的 数 线 . 为 了 方便 ,我 们 
用 字母 表示 -— dx 轴 上 的 每 个 点 者 是 实数 ,y 轴 上 的 每 个 
IAPR AL RE P36 AEA (SEV. — 3). mc eT gv — 106 y 8h ERE 
原点 一 个 单位 的 点 (图 495,2 vw -1 是 在 y 轴 上 距 原点 两 个 单位 
的 点 ,而 一 -1 就 是 y 轴 上 从 原点 向 下 - -个 单位 的 点 .平面 中 
所 有 有 既 不 在 x 轴 上 也 不 在 * 轴 上 的 点 是 什么 呢 ? 它 太 是 所 谓 的 
复数 . 即 实数 和 虚数 的 一 种 组 合 .每 个 点 用 两 个 数 a REB 表示 ， 
这 两 个 数 定义 了 一 个 复数 a + bi, HP a BEARS E 
实 部 ),b 是 虚数 部 分 (简称 虚 部 ). 
高 斯 用 这 种 方法 定义 了 一 大 类 数 一 一 复数 ,实数 只 是 复数 
H3] 的 一 个子 集 .实数 就 是 虚 部 为 0 的 复数 . 反 过 来 , y. BRAC HE 
数 , 即 实 部 为 0 的 复数 .用 wv TERK 1. 等 于 把 1 这 个 数 道 


Hl49 SE (BI. KE A EDU FELIS ROM, WEA 
v o- TRO. PUDE: E FRE OT FB PS SRE a. Ao BEER 
(a, B) a+ bi(E m VL 1 这 种 平面 通常 称 之 为 偶 平 面 ， 
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图 50 ees a. Al -13:3k 1 gu p EET EL ES 90023 aE Ep RR 
FF, 得 到 i12 18k -1 等 于 继续 道 时 针 旋 转 90e 到 水 平 轴 上 ， 
得 到 值 -1, 央 此 ” 一 iv -l= 一 1. 


一 ~ 一 


时 针 旋 转 到 了 88 D^ -1 所 对 应 的 位 置 . 如 果 我 们 接着 用 
ER, SHIGE ay Ht eSB x 轴 的 负 半 轴 上 的 相应 位置 上 
(图 50). 
这 第 一 个 旋转 相当 于 ” -iv -1-= -1 上 1. 因此 乘 ” -1 两 次 
得 到 - 1, 简 记 为 ( — 1)-(.7-1 l)2i:i2i--1. 
现在 必须 要 保证 通常 的 算术 运算 能 在 复数 中 进行 我 们 这 
样 来 做 两 个 复数 的 加 法 : 
Cat bi) (c edi)sa-cbiceediz(asc)s (bod). [214] 
L^] EE P3 RE UB SB RA 3 PE T LB a 和 ec 与 相应 的 
Pj A-MERBCA 和 <) 分 别 相 加 .减法 也 很 容易 : 
(at bi) -(ce di) -as*bi-e—-di-(a-c)«(b— di. 
JEE AUR AE AH IE) SL BG AP DR ELE B5 He SIRE OR. 乘法 比较 有 趣 ， 
我 们 这 样 来 做 : 
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(a bide Cc + di) = ac + adi + bei + bdi”. 
fH Hk iz -1 所 以 我 们 用 - 1 代替 最 后 pi S 
[215] (ac bib le + di) 2 ae + adi + bei - bd (ac — bd) (ad + bedi. 


复数 的 除法 比较 难 : 
ath (ac bd) Cc (bc — addi 
e+ di” c+ d? i 


ThA, STR Ps Bat. RBS 53 — 6 RE eA 
此 ,复数 在 这 四 种 算术 运算 下 是 封闭 的 ,当然 要 排除 以 0 做 除数 
这 一 特殊 情形 .此 外 ,复数 还 可 以 作 升 高 霉 次 或 开 根 计算 ,所 得 
结果 也 仍然 是 复数 .因此 对 于 这 两 种 峙 加 的 运算 ,复数 也 是 封闭 
Ay. 

zm. FRAT) ER SIR AS OT FPR FT. 如 考虑 多 
MAATE x°- 6x + 11 = 0, FRIRE A, + 22 和 3 一 1 
AY $307 (SE SP GE) Emm, RIEME 


(3, —4f 2 0g 
3~y2i 


5i CERO bn AS xl- 6x + LEK 0 RE. 
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全 原点 向 右 移 动 三 个 单位 {图 31). 然 后 ,向 原点 上 方 移动 .2 的 (2161 
REAGA 1.414 个 单位 ), 就 可 标 出 第 一 个 点 3 +vY2. 对 第 一 
个 点 ,我们 在 x FL eh PRS PB oh AES , E 
人 慰 出 了 第 二 个 点 3 一 v2i. 事实 上 ,我 们 发 现 带 有 虚数 部 分 的 复 
KM a + bi Ala — bi 的 形式 成 对 出 现 . jc RE Bae my m] (oc oe 

基 后 ,上 和 汞 :向 斯 做 了 其 他 数学 家 前 避免 去 做 的 事 . 他 宣布 
虐 数 (事实 上 是 所 有 的 复数 ?是 存在 的 , 它 是 和 实数 一 样 实 在 揭 
Ay Se. 刘 末 负数 和 无 理 数 部 存在 ,那么 复数 也 个 在 . 当 高 斯 正在 
把 复数 定 艾 为 平面 上 的 点 时 , 另 奸 两 个 数学 家 也 不 约 而 同 地 做 
善 同样 的 事 , 这 是 相当 信人 惊讶 的 .一 个 是 自学 成 材 的 挪威 数学 
家 E HTIA 5 3E AK ( Caspar Wessel, 1745—1822), 23 — TEE 
FATALE € OU 2R. BEAR H (Jean Robert Argand, 1768—1862). 
这 两 人 者 建议 用 几何 方法 表示 复数 ,但 是 化 们 的 工作 都 没有 引 
起 人 们 的 注意 . 


SMA Sb? 


在 扩 宽 数 的 概念 的 道路 E, BRIN fA. AS 
实数 直线 仅仅 是 赃 在 高 斯 平面 中 的 一 条 线 , 我 们 会 强烈 地 感到 
平面 上 的 点 比 单条 直线 上 的 点 要 天 得 多 , 大 多 数 数学 家 也 有 同 
样 的 感觉 .事实 上 ,通过 y 轴 上 的 每 一 点 都 可 画 一 条 直线 平行 
于 x 轴 . 这 种 直线 所 含 的 点 如 同 实数 直线 上 的 一 样 多 . 又 因为 y 
办 上 有 不 可 数 的 那么 多 点 ,我们 可 画 出 的 直线 数 就 是 不可 数 的 ， 
而 卫 每 条 这 样 的 旧 线 上 多 有 不 可 数 的 那么 多 点 . 真 的 ,这 种 不 可 
数 的 不 可 数 集合 本 身 确实 要 比 单单 一 条 直线 上 的 点 的 集合 大 得 
£. 

为 了 回答 小 标题 中 提出 的 问题 ,我们 必须 再 次 谈 到 康 托 尔 . 
康 托 尔 曾 提 到 过 我 们 想 解决 的 这 个 问题 ,1874 人 第 1 月 5 日 他 在 
与 给 他 的 骨 友 戴 德 金 的 信 中 说 : 
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将 一 个 面 { 假 定 是 包含 边界 的 正方 形 ) 唯 一 地 映射 到 一 
RA RAAGS MAM RA) E RAL AD 
真 线 上 的 一 个 点 映射 而 来 , 反 过 来 直线 上 的 任 一 点 由 
面 上 的 一 个 点 映射 过 来 .这 可 能 做 到 吗 ? 


这 次 , 康 托 尔 解决 这 个 问题 所 用 的 时 间 太 大 超过 了 八 天 . 
1877 年 , 即 三 年 以 后 ,他 寄 给 戴 德 金 一 份 和 解答 的 概要 .上 康 托 尔 所 
司 的 就 是 展示 了 一 种 办 法 , 它 可 以 将 -~ 个 平面 上 的 点 一 对 - -地 
映射 到 一 条 直线 上 的 点 上 .平面 上 任 一 个 点 可 以 用 两 个 数 
(a,b) 表 示 , 而 a,b 是 复数 a + i 的 实 部 和 虚 部 .这 两 个 数 都 有 
唯一 的 十 进 小 数 展 开 式 ,为 了 方便 ,我 们 可 以 报 定 a 和 都 是 
位 于 0 和 1 之 间 的 数 : 

@=0. @,a20304°"", 
b =0. bibb. 

我 可 以 利用 这 两 个 小 数 展开 式 造 出 唯一 的 一 个 实数 直线 
上 的 实数 .办 法 是 安 替 地 选取 a Alb 中 各 数位 的 数字 来 构 作 
这 个 数 p: 

p =0. a,),42)53a3630464---. 

所 构 作 的 数 p ht—-- Se, E T LAE — Hb Bh i P a 
g++ 胡 之 上 .这 种 构造 的 妙 处 在 于 实现 了 复 平 向 上 所 有 复数 与 
实数 直线 之 间 的 一 对 一 的 映射 .这 证 明了 实数 直线 的 基数 公 ， 
也 是 复 平面 上 所 有 复数 的 基数 . 可 见 , 数 线 上 的 数 是 多 么 的 卡 富 
和 先 密 , 数 线 上 点 的 数目 居然 跟 平 面 上 点 的 数 日 一 样 多 , 真 把 我 
们 的 直观 感觉 给 推 醋 了 , 康 托 尔 大 概 也 有 过 跟 我 们 一 样 的 感触 . 
他 想 出 了 证 明 , 但 是 这 接受 它 却 经 认 了 一 段 意 难 的 时 日 ,和 

然而 , 复 平面 和 实数 直线 之 间 人 确实 存在 着 本 质 的 基 别 ,实数 
直线 上 所 有 的 数 按照 “大 于 " 英 系 是 有 序 的 .如果 o, 5 是 实数 ， 
车 a 不 等 于 5, 则 不 是 a >5 就 是 b> a. 换 句 话 说 .这 两 个 数 根 
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据 大 小 排 了 序 . 复 平面 的 情形 就 不 是 这 样 .我 们 不 能 照 通 和 常 方 式 
说 :给 定 了 两 个 复数 ae + 下 和 e+ 三, 其 中 一 个 比 另 一 个 大 . 国 【218] 
此 复数 构成 的 这 个 数 域 不 可 能 是 有 序 的 . 数 域 是 指 任 一 由 实数 
或 复数 组 成 的 集合 ,使 得 两 数 的 和 , 差 . 积 . 商 10 不 是 除数 ) 仍 是 
该 集合 中 的 一 个 数 .因此 数 域 在 四 种 算术 运算 下 是 封闭 的 . 实数 
构成 一 个 有 序 的 数 域 . 和 实数 的 情形 一 样 ,复数 也 可 以 是 有 理 的 
(CH a+ bi Pita 和 5 都 是 有 理 数 时 ) 或 无 理 的 ;也 可 以 是 代数 
的 或 超越 的 ( 当 a 或 5 是 超越 的 ). 想像 一 下 那个 复 平 面 , 在 > 
AURI y 轴 上 大 多 数 的 数 都 是 超越 数 ,我 们 不 能 不 为 平面 上 到 处 
者 有 复 超越 数 的 身影 而 惊叹 ! 

复数 的 出 现 不 仅 为 代数 中 的 麻烦 事理 出 了 头绪 , 它 还 开辟 
了 数学 中 一 个 全 新 的 分 支 , 即 所 谓 的 复 分 析 . 它 使 数学 家 能 更 有 
效 地 探讨 理论 数学 的 奥秘 ,并 建立 涉及 落 图 更 广 的 应 用 数学 模 
型 .复数 不 仅 满足 了 解 多 项 式 方程 的 要 求 , 它 还 能 够 用 来 解释 某 
些 其 他 的 数学 表达 式 一 一 如 果 我 们 只 局 限于 实数 范围 是 无 法 解 
释 清 楚 这 些 表 达 式 的 .例如 方程 a* = -1 没有 实数 解 ,如 果 容 许 
有 复数 解 ,那么 它 的 解 就 是 zi 或 x v -1. 这 个 复数 点 的 位 置 在 
y 轴 上 原点 的 上 方 , 距 原点 的 距离 为 x .事实 上 , 欧 拉 在 1748 年 
首先 推导 出 了 等 式 e+ 1 = 人 0, 那 是 高 斯 为 复数 莫 定 坚实 的 基础 
之 前 的 事 . 全 世界 的 数学 家 都 认为 这 个 等 式 是 全 部 数学 中 最 深 
奥 也 是 最 美的 关系 式 之 一 . 它 把 加 号 .等 号 ,最 基本 的 数 0 和 1， 
两 个 超越 数 。 Ar ,以 及 复数 ;或 一 1 结合 到 一 个 等 式 之 中 ， 
所 有 这 些 东 西 都 聚 在 如 此 简单 又 令 人 心 驰 神 迷 的 表达 式 中 . 


哈密 顿 四 元 数 


一 旦 高 斯 将 数 的 范围 从 实数 直线 扩展 到 了 复 平面 .那么 能 
APIS -过程 进 -- 步 扩展 至 二 维 空间 的 问题 迟早 都 会 有 人 来 考 [219] 
虑 的 .这 个 问题 应 该 这 样 来 提 : 是 理 存 在 一 个 对 应 于 三 维 空间 中 
的 点 的 二 元 数组 (ae ,b,c) 的 集合 ， 它们 可 以 像 数 一 样 运算 ? 果 
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FUB TUA USE B 4 IHE (CE, fib SX EE Bx BE + EC William 
Rowan Hamilton) 可 能 是 爱尔兰 最 伟大 的 数学 家 .他 1805 年 
生 于 都 柏林 , 足 一 个 早熟 的 孩子 . 10 岁 前 他 从 他 精通 多 国 诸 言 
的 叔 融 那里 学 习 了 好 几 种 外 语 . 后 来 他 曾 说 过 ,他 到 13 罗 时 已 
懂得 13 种 外 语 .值得 庆幸 的 是 ,这 个 年 轻 的 爱尔兰 人 满足 了 自 
己 对 外 语 的 好 奇 心 后 , 便 将 注意 力 转向 了 数学 . 

哈密 顿 17 岁 时 进入 了 都 柏林 的 三 一 学 院 . 五 年 后 , 当 他 还 
是 个 学 生 时 ,就 补 指 定 为 爱尔兰 皇家 学 会 的 天 文学 家 和 三 一 学 
院 的 天 文学 教授 . 

1828 年 , 蛤 密 顿 开始 考虑 将 复数 的 思想 推广 到 三 维 空间 . 
他 需要 一 种 方法 来 定义 三 元 数组 的 加 法 和 乘法 ,以 保证 基本 的 
代数 运算 规律 不 被 破坏 ,这些 规 律 是 : 

l. a+b=b+a 【加 法 交换 律 ) 

2. atha=b-a (EERME) 

3. (ac b)tc-cac(bcc) ‘加 法 结合 律 ) 

4. (a:b)rc=ar(bh:e) (5E X EAE) 

5. a*(btecl=atht+tarer 《分 配 律 ) 
他 和 希望 这 些 规 律 对 任意 三 元 数组 也 成 立 . 

然而 ,哈密 球 没 能 对 三 元 数组 找到 能 满足 上 面 五 条 规律 的 
运算 的 定义 . 复 平面 上 两 个 复数 的 乘法 可 以 用 一 种 旋转 来 定义 . 
得当 哈 密 顿 也 试图 在 三 维 室 间 中 用 旋转 来 定义 乘法 时 ,他 失败 
了 .事实 证 明 ,利用 三 元 数组 无 法 在 二 维 栾 间 中 定义 旋转 . 四 维 
富 疗 的 情形 多 知 何 呢 ?在 四 维 室 间 中 定义 的 数 能 不 能 保持 上 述 
代数 规律 呢 ? 哈密 顿 的 研究 转向 形 如 a+ bio cj dk 的 “ 超 复 ” 
žr. 

Ror ae A ae T HAE, BS, CE Be 
时 ,他 突然 得 到 了 解决 问题 的 灵感 ,日 期 是 1843 4F 10 H 16 A. 
它 延 我 们 知道 的 又 一 项 伟大 数学 发 现 的 确 瑟 日 期 . 哈密 顿 知 道 ， 

0] 他 必须 放 奔 -一 个 代数 规律 , 即 丧 法 交换 律 .一 昌 他 不 再 坚持 要 求 
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ach = b-a WRA CERO RR E SL OR Ries Fk Bh Br Re 
他 称 为 四 元 数 . 这 种 数 被 定义 为 形 如 a + bi + of + dk 的 实数 四 
元 数组 , 且 有 下 全 等 式 成 立 : 
i=j kts l H k= ot, 

哈密 顿 成 功 地 使 他 定义 的 运算 能 保证 除了 乘法 交换 律 之 外 
的 所 有 运算 规律 都 成 立 .今天 我 们 知道 只 存在 二 维 情形 定义 的 
代数 运算 才能 保证 乘法 交换 律 成 立 . 在 任何 高 维 空间 定义 的 代 
数 运算 必须 放弃 这 条 定律 . 

哈密 顿 认为 四 元 数 是 他 作 册 的 最 伟大 的 贡献 .并 花费 了 一 
生 中 的 大 部 分 时 光 去 详细 解释 它 ,虽然 现代 数学 不 再 使 用 他 那 
种 四 元 数 ,但 以 四 元 数 为 基础 确实 引发 了 几 项 意义 重大 的 成 就 . 
-个 四 元 数 分 为 两 部 分 : 纯 实 数 部 分 a, 它 称 为 纯 量 ;“ 虚 数 部 
Sy" bi + cj + dk E ER Jo f XE. fe) Sb Js = ess iR] e| td Jy 向 的 线 
段 ,在 很 多 科学 领域 都 有 应 用 .数学 中 研究 向 量 的 学 科 是 我 们 熟 
RIESI tart. 

Ha LS FOR RS A R H, 5 EX 294 He hr o (UR 
"P HO EA iz ELO ap A A RE B AT PR t SSB EKIL 
Ef Aii R ERLT. BL , PU LY 
着 现代 抽象 代数 的 开始 ， 

在 告别 哈密 顿 加 元 数 的 话题 之 前 ,我 们 照例 要 提出 我 们 最 
吝 爱 的 一 个 问题 ;四 元 数 究竟 有 和 多少” 又 是 康 托 尔 为 我 们 提供 
了 答案 .我 们 将 重复 以 前 的 办 法 ,把 超 空间 中 的 四 元 数 上 映射 到 实 
数 直 线 工 .我 们 把 组 成 某 个 四 元 数 的 四 个 实数 写成 十 进 小 数 的 
形式 .为 了 方便 ,我 们 同样 可 以 假定 这 些 数 都 在 0 各 1 之 间 . 于 
是 我 们 有 


a =Ü. a totta, 
6=0. 5, 676364""°, 
e =Â. cyeacsea* 


d - 0. didadada 
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[221] 


PEP RCE RT :个 四 死 数 , 我 们 可 用 它们 构 作 一 个 与 之 
对 应 的 实数 p: 

p-—0.aibicidiasbaesdaaabacsdaaabaead ar. 

这 样 我 们 使 得 到 了 - T M gue zs [n] rp EAS B5 (A) PU 0G 
数 到 实数 的 一 一 对 应 的 映射 . 像 复数 一 样 ,由 元 数 的 基数 与 实数 
的 基数 相同 ,这 说 明 单 条 直线 上 的 点 数 与 平面 上 ,三 维 空间 其 至 
四 维 空 间 中 的 点 数 一 样 多 .事实 上 ,点 的 “数目 "不 是 由 维 数 决 定 
的 . 康 托 尔 证 明 , 对 于 可 数 无 穷 维 数 的 情形 ,其 点 集 的 基数 仍 等 
PARAS Ee, BOSS, 这 在 直观 上 很 难 让 人 接受 ,以 咎 于 很 少数 
学 家 都 坚信 和 康 托 尔 必 定 是 搞 错 了 . 

至 此 ,我 们 不 仅 考 虑 了 日 常生 活 中 磁 到 的 那些 数 A 
虑 了 复数 , 那 是 在 日 常 科学 活动 中 常 遇 到 的 数 . 下 一 步 我 们 将 考 
虚 -- 种 更 稀奇 古怪 的 数 ,--- 种 在 普遍 大群 中 百 分 之 妃 十 九 的 大 

222] 者 没 听 说 过 的 数 .也 许 你 有 兴趣 去 冒险 涉足 它 . 
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给 超 限 数 下 定义 


在 研究 超越 数 时 ,我 们 回顾 了 康 托 尔 是 如 何 为 两 种 类 型 的 
无 限 集合 串 数 集 与 不 可 数 集 ,定义 了 它们 的 无 恨 基 数 36 
Mss; UN 是 全 体 自 然 数 的 无 限 集合 , 我 们 定义 N 作为 入 的 
基数 .这 样 可 以 避免 将 集合 与 它 的 基数 相 混 淆 .用 同样 的 办 法 ， 
我 们 以 记号 R 代表 所 有 实数 组 成 的 集合 ,而 兵 就 代表 六 的 基 
数 , 它 也 常常 简 记 为 =. 我 们 知道 N = Shy. REFER ANT eo i 
但 他 未 能 证 明 这 点 .我 们 还 知道 和信 们 早已 提出 过 在 洲 o Pe 之 间 
是 否 还 存在 其 他 无 限 基 数 的 问题 ,其 符 案 说 :这 个 问题 是 不 可 判 
定 的 . 

然而 康 托 尔 走 得 昌 远 ,大 大 超出 了 上 述 两 个 无 限 基数 的 范 
时 .实际 上 ,他 定义 了 由 基数 形成 的 无 穷 序列 , So RSS. 只 是 其 
中 最 靠 前 耐 的 两 个 .这 种 基数 就 是 我 们 要 说 的 超 限 数 超过 
或 大 于 有 限 数 的 数 , 相继 地 生成 各 个 起 限 数 的 方法 很 简单 .如 果 
有 -- 个 含有 n 个 元 素 的 有 限 集合 ,我们 可 以 考 堪 这 n TRA 
客 少 种 分 组 方式 .所 有 可 能 得 到 的 分 组 ( 即 元 素 组 合 ) 都 可 看 成 
是 一 个 新 集合 中 的 元 素 , 这 个 新 集合 的 基数 高 于 麻 来 集合 的 基 
数 , 介 是, 当 我 们 考虑 所 有 类 型 的 集合 .特别 是 无 限 集合 时 ,我 们 
怎样 知道 - - 定 可 以 得 到 它 的 所 有 可 能 的 元 素 组 合 呢 7? 这 时 ,我 [223] 
们 需要 应 用 集合 论 的 -一 条 公理 : 
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BAD ”对 每 个 给 定 的 集合 都 在 在 一 种 集合 的 汇集 ,该 汇 
集 以 给 定 集合 的 所 有 子 和 集合 作为 它 的 元 素 . 

这 个 公理 保证 了 我 们 永远 可 作出 由 元 素 组 人 台 得 到 的 集合 ， 
对 十 有 限 集 合 这 个 公理 是 显然 的 ,但 当 我 们 考 虚 盛 限 集 合 时 , 它 
就 不 是 那么 显然 了 ， 

例如 ,考虑 由 三 个 元 素 1,2,3 组 成 的 集合 ,我 们 用 11,2,31 来 
表示 .总 共存 在 儿 少 种 方式 计 这 三 个 元 素 登 台 亮 相 呢 ? 管 案 是 八 
种 ,of 以 吾 成 八 个 不 同 的 集合 :1B ,i111 ,12),13},11,2!,11,31，, 
12,3} ,11,2,31, 其 中 第 一 个 集合 1 人 @| 称 为 空 集 ,常常 简单 记 作 名， 
不 必 加 括号 .于 是 ,由 这 八 个 元 素 1B@ ,11; ,12| ,13) ,11,2;,|1,3)， 
12,31 ,11,2,3|1 组 成 的 集合 的 基数 是 8. 四 三 个 元 素 的 集合 可 作 
成 八 个 不 同 的 集合 这 一 囊 实 ,用 一 个 公式 来 表示 就 是 23 = 8. 我 们 
可 以 推广 这 个 公式 ;由 n 个 元 素 的 集合 可 作成 2" 个 不 同 的 集合 . 
我 们 从 a 个 元 素 出 发 作成 的 集合 的 个 数 总 是 大于 n 的 . 即 有 限 
基数 2" 总 大 于 n. RERE 1873 年 写 给 戴 德 金 的 著名 的 信 中 ,对 
于 无 限 集合 也 证 明了 这 种 鞠 系 . 即 如 果 n 是 一 个 无 限 集合 的 基 
数 , 则 n <2. 这 就 是 现 称 的 康 托 尔 定理 . 

康 托 尔 定理 ”对 所 有 的 基数 nh ,都 有 nn cz. 

如 时 从 汽 o 开始 不 断 地 取 2 的 写 次 ,我 们 可 以 生成 一 个 无 
限 基 数 的 序列 .具体 访 法 如 下 ; 宫 1 = 2 和 60, 类 位 地 ,我 2 = 255, ba 
=2%. 每 次 我 们 只 要 将 2 的 寡 次 升 高 到 刚 得 到 的 那个 超 限 数 ， 
就 可 生成 下 一 个 超 限 数 .这样 ,我 们 就 生成 了 一 个 由 超 限 数组 成 
的 到 限 集 ; S30, 851. imo, S35. Ba, iX. 6, Bun 

RIBIBETEAOERH.Je415] LUE S8 he Be n für ph o 生成 c. 
我 们 将 证 明 255 = 100. B] 2g tS 代表 可 数 集合 11,2,3,…| ,所 
以 108% 就 代表 当 每 个 (于 ) 集 台中 的 每 个 数字 都 可 以 从 10 个 数 
字 中 任 选 时 ,所 得 到 的 所 有 可 能 的 组 合 .0 每 一 个 组 合 唯一 地 给 
出 一 个 集合 fa,5,c,…|, 它 可 以 表示 位 于 0 与 1 之 间 的 实数 的 
小 数 展 开 . 因 此 ,出 10%o 所 代表 的 组 合 将 包 插 0 与 1 之 间 的 所 有 
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的 实数 的 小 数 展开 ,而 由 这 些小 数组 成 的 集合 的 基数 为 c. 但 ce 
除了 是 0 与 1 之 间 的 点 集 的 基数 外 ,也 是 整 条 实数 直线 的 基数 . 
因此 我 们 有 280 = 105 = ec. 另 一 个 奇怪 的 结果 是 器 o! 1-2-3-4 

超 限 数 作为 数 , 也 必须 像 有 限 数 那样 服从 一 组 运算 规律 . 例 
如 ,在 起 限 数 中 可 定 文 加 法 和 乘法 ,位 是 它们 看 起 来 比较 别扭 ， 
AiR v cas, WSS, + S5, = $5,, 55. 8, = 们 因此 ,两 个 超 限 
数 的 和 与 积 的 基数 总 是 等 于 两 者 中 基数 的 最 大 值 ,这 意味 着 
$5,^z Rs LER A RAD n, RIEG Ser = SL 这 也 意 
味 着 对 任何 在 限 的 n RITA SS, + 5S. = 258, sk, = $5, D] 
此 趟 限 数 在 加 和 乘 的 时 候 . 其 实 并 不 增 大 . ELE FC Er S 
们 才 会 得 到 有 趣 的 结论 , 那 便 是 作出 新 的 超 限 数 . 

除了 超 限 数 的 基数 理论 之 外 , 康 托 尔 还 平行 地 发 展 了 一 套 
序数 理论 . 想 一 想 序 数 和 基数 的 定义 ,我 们 知道 基数 是 与 集合 的 
大 小 相 联 系 的 ,而 序数 只 是 跟 这 样 的 一 种 数 的 序列 相 联 系 , 它 每 
次 往 前 走 一 步 直 至 最 后 一 个 序数 .自然 数列 11,2,3,4,5,…| 就 
是 这 样 一 个 序列 ,其 中 每 个 序数 加 1 产生 下 一 个 序数 ,这 个 序列 
的 上 极限 被 称 为 w, RITE o= to 这 表明 第 一 个 超 限 序数 w 
等 于 第 一 个 超 限 基数 . 然后 康 托 尔 定 义 跟 他 的 基数 相对 应 的 较 
大 的 序数 . 

当 从 一 个 超 限 数 进 到 下 一 个 超 限 数 时 ,我 们 很 难 掌握 到 底 
HEAT B.S SS HEB SS 时 ,我 们 是 从 自然 数 的 可 数 集 进 
到 了 实数 的 不 可 数 集 ,实数 密集 或 稠密 得 足以 填 满 整个 字 宙 空 
IB]. Hi T^ 55, 是 不 可 数 的 ,那么 所 有 更 大 的 超 限 数 当 然 也 是 不 可 
数 的 ,所 以 只 | 是 第 一 个 不 可 数 的 基数 . el DA SS, BUT SS FR [225 
TARIHE EAK OR? ARAS ATA OB? 数学 家 
VE. SS. 等 于 定义 于 实数 直线 上 0 与 1 之 间 的 区 间 上 的 所 有 实 沙 
数 的 基数 .这 也 许 是 数学 上 的 真理 ,但 并 不 能 告诉 我 们 兴 , 化 表 
MAR SEAS AK. BAS, Rats x REA? HARES, 
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Miomo (FASB IL? 这 都 是 些 大 得 不 得 了 的 数 ,我 们 根本 设 
办 法 抓 住 它们 的 天 小 .可 它 介 在 无 穷 的 大 道上 还 仅仅 是 个 开始 1 


某 些 无 法 想像 的 大 数 


我 们 可 以 继续 定义 新 的 更 大 的 超 眼 数 . 我 们 能 让 并 的 下 标 
跑 示 所 有 自然数, 而 终结 于 o ,最 后 得 到 党。 3E EPR Sas 是 
- 幸 的 -我 们 可 以 用 同样 的 方式 继续 做 下 去 , 写 革 更 大 的 下 标 ， 
以 及 下 标的 下 标 , 们 这 未 免 育 些 乏 号. 所 以 我 们 将 长 串 的 符 导 泪 
"BE :起 ,不 再 去 漆 加 任何 表示 大 小 在 扩展 的 符 导 , 为 此 ,我 们 
SU SCE Ag AF He, SY} IL. Absolute Infinite). 
在 康 托 尔 之 前 ,哲学 家 和 数学 家 们 一 般 只 定义 两 种 范畴 :有 
限 与 万 限 . 可 以 一 个 个 去 数 清楚 的 事物 属于 有 有 眼 的 范畴 ,人 人 们 的 
智 万 能 鲍 抓 住 它们 . 另 一 方面 .无 限 的 范围 太 广 了 .超出 了 人 们 
的 理解 力 ,因此 常常 被 认为 是 跟 上 帝 等 同 的 事物 ,这 就 变 成 了 绝 
对 无 限 . 正 如 和 鲁 近 :拉克 (Rudy Rucker) TE CZG UR 55 88 万 》 一 书 中 
Aria HS, 


从 理性 惠 锥 的 前 度 看 ,上 帝 是 无 法 想像 的 .没有 一 条 直 
通 竟 路 可 以 从 人 世间 到 达 它 .关于 上帝 "的 性 何 真 知 
必定 是 神秘 的 ,如 果真 有 可 能 存在 神秘 知识 的 话 .不 
过 ,即使 关于 “上帝 "的 完整 认 知 是 神秘 的 ,也 仍 有 可 能 
并 且 情 得 对 青 关 上 帝 的 不 完整 的 知识 进行 符合 理性 的 
讨论 .3 


康 托 尔 相 信和 绝对 尤 限 是 存在 的 ,并 把 它 跟 上 帝 相 等 同 .? 他 
的 论点 是 :在 绝对 无 限 之 下 存在 着 合理 的 巨 限 , 是 我 们 可 以 去 谈 
论 的 对 每 .事实 上 ,他 相信 他 的 超 眼 数理 论 是 从 上 帝 那 儿 来 的 . 
拓 】 绝 对 无 限 也 可 以 等 加 于 所 有 的 无 限 构成 的 汇集 .我 们 不 能 称 这 
样 的 汇集 为 集合 ,因为 集合 具有 特定 的 ,因而 是 有 限 的 定义 .一 
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个 集合 的 元 素 不 管 怎 样 多 ,都 可 以 被 概念 化 为 一 种 统一 的 整体 . 
而 上 帝 是 不 能 被 理解 为 统一 体 的 .我 们 把 “绝对 ? 记 做 .可 能 
是 序数 吗 ?” 右 ,因为 如 是 它 是 序数 ,按照 常识 ,我 们 可 以 加 .上 1 
来 牛 成 重大 的 序数 ,可 是 我 们 已 经 知道 没有 任何 东西 比 它 更 大 . 
同 理 ,我 们 也 不 能 简单 地 说 O 是 基数 ,因为 如 果 它 是 个 基数 ,我 
们 可 以 用 它 作 成 下 一 个 基数 2° ,这样 就 有 了 - :个 比 只 更 大 的 东 
西 eT FU Ai O 不 是 序数 ,也 不 是 基数 ; 它 超越 了 
了 所 有 序数 和 所 有 基数 ;作为 -个 整体 , 它 是 不 可 知 的 .然而 这 并 
不 排除 O 确实 具有 超 限 数 的 菜 些 性 质 ， 

我 们 已 经 定义 了 QQ( 在 实际 中 ,我 们 不 可 能 真 的 去 定义 它 } 
是 超越 了 所 有 的 超 限 充 穷 的 东西 .现在 我 们 可 以 进一步 来 定义 
一 些 更 有 趣 的 超 限 数 .9 的 两 个 性 质 很 有 用 ,第 一 ,对 于 0 所 具 
有 的 任何 …- 个 性 质 , 必 存在 某 个 超 限 数 也 其 有 该 性 质 .为 什么 ? 
WMR O 具有 独特 的 性 质 p ,而 其 他 无 限 集 都 不 具有 这 个 性 质 ， 
ABA FRI ng EUER O 哗 一 地 描述 为 具有 性 质 p 的 无 限 . 这样 一 
FE 0 就 不 是 "绝对 ”和 不 可 定义 的 了 .因此 对 所 具有 的 每 个 
性 质 , 至 少 存在 一 个 超 限 数 也 具有 它 .注意 ,用 同样 的 推理 ,我 们 
可 以 得 到 一 个 更 强 的 论断 . 若 O BAA TERR p 的 两 个 无 限 之 
一 ; 则 我 们 仍 可 以 唯一 地 定义 人 Q, 诸 如 定义 9 为 县 有 性 质 p 的 
最 大 的 无 限 .因为 不 允许 我 们 有 这 样 的 定 文 ,所 以 我 们 知道 必 有 
TORR Z 7 ER ER A FE p. O 的 这 种 性 质 , 即 它 的 所 有 性 质 必 
与 其 他 超 限 数 所 共享 ,被 称 为 反射 原理 .这 就 是 说 ,2 把 它 自 
己 的 性 质 向 下 反射 到 超 限 数 上 . 

OL 的 第 一 个 有 趣 的 性 质 是 ,我 们 永 撑 不 能 道 过 不 断 地 构 作 
越 来 越 大 的 超 限 数 而 达到 .严格 地 说 ,0 不 能 被 小 于 它 的 数 构 
造 出 来 .否则 ,我 们 可 以 把 O E XC None ER BR EC PE 
造物 .因此 ,我 们 说 0 是 不 能 从 下 面 达 到 的 ,或 说 它 是 不 可 达 
的 .根据 反射 原理 ,我 们 知道 必 有 无 限 多 个 超 限 数 也 具有 不 可 达 [227] 
的 性 质 , 这 就 产生 了 新 一 类 的 巨大 的 数 :不 可 达 超 限 数 .无 论 我 
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T LEE SE A HK ADS RECS EH A CF EE LB x H0 n ETS 
ERKAT 它们 是 不 可 达 的 . 
从 技术 上 上 说 ,内 op 是 第 -- 个 不 可 达 的 超 限 数 , 因 为 通过 加 上 
越 来 越 多 的 在 其 之 下 的 有 限 数 .我 人 还 是 不 可 能 达到 它 .我 们 称 
它 为 第 0 个 不 叮 达 数 , 因 为 在 集合 论 中 通常 从 0 开始 来 数 数 ( 因 
此 在 Ro 中 出 现 了 0) ,我 们 已 谈 到 过 的 相继 出 现 的 洽 们 都 是 从 
bso 开始 的 比 它 低 的 站 构造 册 来 的 ,因此 它们 不 是 不 可 达 的 . 
FESS 9 之 后 出 现 的 第 .一 个 不 可 达 超 腿 数 称 为 0 一 个 希腊 字 峡 ). 
9 称 鸭 起 限 数 中 第 一 个 大 基数 . 
比 8 AMARA AR A Bebe? 我 们 可 以 证 明 共 有 OO 个 不 
可 达 的 超 限 数 .从 0, 开始 ,然后 定义 外 作为 它 的 后 继 者 ,以 这 
种 方式 写 出 整个 不 可 达 超 有限 数 的 序列 .不 过 我 们 还 有 更 好 的 办 
法 .我 们 只 把 不 可 达 超 限 数 定义 成 是 不 可 达 数 ,而 且 它 的 不 可 达 
程度 ( 战 称 不 可 达 渡 数 ) 不 能 从 下 面 的 (由 8 下 始 的 ?那些 数 得 
到 . 它 的 不 可 达 程 度 如 此 之 高 以 致 于 它 在 不 可 达 数 中 的 位 置 也 
是 咎 可 达到 的 .这 种 数 被 称 为 超 不 可 达 数 ,现在 我 们 真正 地 接触 
到 高 度 抽象 化 的 大 数 了 .显然 ,我 们 用 同样 的 原理 可 以 定义 “起 
起 不 可 达 " 数 以 致 于 “ 特 超 超 不 可 达 " 数 等 等 .但 这 样 做 下 去 丸 会 
变 得 十 分 乏味 . 
然而 , 超 限 数 还 是 一 直 在 引起 入 们 的 关注 ,数学 家 们 也 一 直 
在 忙于 定义 更 大 的 超 限 基数 . 在 超 不 可 达 基 数 之 上 的 有 马 洛 
(Mahlo) 基 数 ,不 可 描述 基数 ,不 可 言说 的 基数 ,分 割 基数 , 拉 姆 
齐 (Ramsey) 基 数 , 可 测 基 数 , 强 紧 基 数 , 超 强 紧 基 数 ,以 及 可 扩 
张 基数 (extendable cardinal). 可 扩张 基数 是 最 大 的 ,有 些 数 学 家 
认为 它们 不 一 定 存 在 ,而 另 一 些 数 学 家 则 认为 那 是 我 们 能 找到 
的 最 大 的 基数 .这 里 ,每 一 个 新 的 更 大 的 基数 不 会 是 前 一 个 基 
数 的 简单 的 后 继 者 ,它们 表示 在 走向 绝对 无 限 的 途中 到 达 了 一 
个 新 的 更 高 的 层次 ,这 一 点 很 重要 . 也 许 我 们 目前 的 状 襄 与 物理 
8] 学 中 的 类 似 : 分 裂 原 子 ,得 到 次 原子 粒子 ,然后 总 能 发 现 进 一 步 
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FEST, RFE! 


的 分 裂 , 得 到 更 基本 的 粒子 ……… 也 许 我 们 将 会 继续 定义 更 大 的 


下 面 的 表 11 总 结 了 各 种 超 限 数 , 尽 管 还 不 驶 完全. 我们 之 
所 以 假定 它 不 完全 ,是 因为 一 且 我 们 宣称 它 是 完全 的 ,就 会 有 数 


党 家 来 证 明 我 们 错 了 . 
#11 Mae RAH 
— 4# " 号 - _ 注解， 

阿 列 二 一 0 So =o ARR AMBER 
数 数 的 基数 

阿 列 去 -1 y ze SER ELEX DAH 
Ed 

Bap FE n Sho Sa. PIE ELE E AOI ETE d 
TES] 

不 可 达 数 a 特大 的 数 合 得 以 下 面 无 法 
ARIE, Ete OR 
射 原理 

EET np IA BAR RIA REAM g, 
无 法 达到 它 

AL ARSE; 4b 38, AN ay 55b — 26 M T pil JC BR iA 8 

d XE PLN BT zy fF) 48 Ei Re n as 

MS) BY, Trib. 

Fy 8.58 M BE 

的 ,上 扩张 的 

绝对 无 限 n 超越 所 有 的 数 , 一 切 集合 的 
TR, RoE A sri par 

ER FEZR 23 38 PB 8r m AE 


康 托 尔 关 于 实数 是 不 可 数 的 证 明 发 表 于 1874 年 . 当时 ,他 
的 思想 与 理论 本 被 普遍 接受 . 的确 , 康 托 尔 的 工作 燃 起 了 一 场 关 
于 无 限 性 的 辩论 之 火 . 前 商 我 们 已 经 提 到 过 ,反对 康 托 尔 思想 的 


— 223 — 


229] 


EART RE UTENTE M S — et AL E. fis de xx RE 
—npWigrügih:" Lv Sedi T EN, APRA LIE. E p 
WA PR EOS dz COE VE ERIE A de — Rh oe n, 
了 的 事物 ,认为 只 存在 潜在 的 无 穷 . xd EB 22 个 世纪 前 的 亚 
E LEPAL Er In]. FEX REXE X P. ve S PI vu JU ES iAS I 
斯 . 柏 控 图 与 亚 旦 土 多 德 营 又 中 的 规 代 成 员 . 这 种 对 无 限 的 抗拒 
还 蔓延 到 对 无 理 数 .超越 数 凡 及 超 限 数 身 上 . 奇 笃 的 是 ,克明 内 
Ju i ERE FGAR — ABBA He REO reb ,并 者 信奉 柏拉图 的 主张 .然而 
殉 久 内 克 感 到 超 限 数 损伤 了 上 帝 的 党 总 与 无 限 , 因 为 只 有 上 帝 
才 具 有 无 限 的 属性 ,如果 让 别 的 东西 出 有 具有 这 种 属性 ,无 颖 会 损 
害 上 帝 的 崇高 .然而 , 康 托 尔 却 相 信和 超 限 数 会 为 上 帝 的 崇高 增 
经 ,虽然 超 限 数 是 难以 想像 的 大 ,但 上 帝 的 无 限 尾 汪 远 万 过 了 它 
$1. 

5522 Vp TR A dt Ei - - A ne A VIG vr pui A (li ay 
学 家 也 相信 ,容许 这 类 无 限 进 入 数学 的 话 , 会 对 其 本 来 稳固 的 还 
辑 基 础 带 来 极 大 的 危害 . 

RGR SRP ARN PICA RICA TIM. RPA 
AS (3 ik PS fü 35 t E 1H 00 ELAS P Hg a9 2 ie 3c nT LA 
BO EAA Bü fur Sj 8 1B SE RE CAR IPLBB Ie eG lc PPE 
击 .这 是 一 场 双方 力量 失衡 的 战斗 , 克 罗 队 克 已 经 是 -- 位 因 成 就 
齐 著 而 成 名 的 德国 一 流 数学 家 , 只 一 边 的 康 托 尔 只 是 一 个 年 轻 
的 ,未 被 世人 认识 的 ,在 一 所 很 小 的 大 学 教书 的 数学 家 . 克 轴 内 
克 的 攻击 日 益 激 烈 , 其 他 数学 家 开始 关注 此 事 ,并 对 碌 托 尔 开 未 
了 同情 .外面 克 罗 内 克 不 只 是 攻击 康 托 尔 -个 人 ,他 对 任何 拥护 
无 限 数学 的 人 都 窗 涉 留情 地 加 以 声讨 . 

在 1884 年 5 月 , 康 托 尔 出 现 全 面 精神 船 猎 的 症状 ,病情 延 
续 了 近 一 个 月 .他 把 这 场 病 妇 因 于 在 研究 连续 统 假设 (是 在 镶 ， 
=c?) 时 过 度 疲劳 以 反对 上 克 罗 内 皮 的 攻击 过 于 敏感 .在 返回 工作 
岗位 时 ,他 看 起 来 已 完全 康复 :但 在 以 后 的 岁月 中 ,这 种 精神 不 
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稳定 的 疾病 反复 发 作 , 越 来 越 重 . 康 托 尔 似乎 患 了 某 种 很 厉害 的 
TLABLE . 1899 年 ,他 最 小 的 儿子 死 了 .这 一 制 激 与 其 他 压力 使 他 
住 进 了 啥 青 神经 诊所 .他 的 忧郁 证 越 来 越 重 ,1902 一 1903 年 的 
冬季 学 期 他 被 解除 了 教 职 并 住院 治疗 . 

AIX Ade — FC) 1918 年 他 生命 的 终点 , 康 托 尔 一 直 是 在 基 
院 进 进出 出 .他 的 传记 作家 曾 报道 说 ,是 克 风 内 克 的 攻击 使 康 托 
尔 患 上 精神 不 稳定 症 , 这 种 假设 值得 怀疑 ,我 们 大 概 永 远 不 可 能 
知道 是 什么 心理 因素 {如果 有 有 的话) 导致 他 得 了 这 种 病 . 从 某 些 
标准 衡量 , 康 托 尔 的 婚姻 是 成 功 的 ,他 与 杞 利 (Vally}) 结 为 夫妻 ， 
生养 了 六 个 子 如 .就 在 克 罗 内 克 长 年 择 击 他 的 数学 观点 时 ,其 他 
一 些 著 名 的 数学 家 支持 他 ,鼓励 他 的 工作 . 克 罗 内 克 于 1891 年 
去 世 , 此 后 康 托 尔 的 病情 未 见 减 轻 . 最 后 , 康 托 尔 终 于 得 到 了 上 跟 
他 的 工作 相称 的 襄 奖 ,他 成 为 伦敦 数学 会 的 荣誉 会 员 , 哥 廷 根 
(19 世纪 数学 中 心 之 一 } 科 学 学 会 会 员 , 并 获得 了 伦敦 皇家 学 会 
的 奖章 . 不幸 的 是 ,这 一 切 都 未 能 挤 救 他 迁 危 的 生命 ,他 在 -- 所 
精神 病院 去 扯 , 享 年 72 M). 

尽管 康 托 尔 工作 的 主体 已 被 20 世纪 的 数学 家 所 接受 ,可 问 
题 并 未 了 结 .首先 , 仍 有 一 些 直 党 主 义 者 拒绝 接受 完成 了 的 无 限 
这 一 概念 .任何 一 种 数学 ,只 要 它 需要 以 无 限 过 程 求 得 某 种 结 
SR ABA on fale PR BGA BY w 一 样 ,他 们 都 认为 是 可 疑 的 .此 
外 , 康 托 尔 的 某 些 十 作 被 让 明 会 导 狼 令 人 困扰 的 四 辑 性 论 .我 们 
知道 ,对 于 任意 两 个 有 限 数 a 和 4&8, 下 列 关 系 中 必 有 一 个 成 立 : 
a>b,®Mb>a, Rasa b. OST ee BB G3 deo 8g? 康 托 尔 
HEAR AY n < 2^ BEDA F1 Hy ASAR P Bay 9] C C B gs, SS )4B, 
满足 上 述 关系 中 的 一 种 .不 过 ,是 否 存 在 其 他 某 种 超 限 数 ， 它们 
不 是 康 托 尔 所 定 必 的 那些 阿 列 夫 呢 ? 的 得 ,e 是 否 是 康 托 尔 的 
那些 阿 烈 . 大 中 的 一 个 呢 ? 

任意 两 个 赵 限 基数 是 否 必 定 误 有 大 于 、 小 于 .等 于 这 二 种 关 
系 中 的 一 种 ,这 个 问题 的 贡 键 在 于 良 序 假设 . 
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SEX. XI 


TEM -一 个 集 从 是 良 序 的 ,如 果 对 包括 集合 本 身 在 内 的 所 
有 子 集 ,都 存在 一 个 首 元 素 . 室 集 回 被 认为 是 良 序 
85. 

旭 果 所 有 的 基数 组 成 的 集合 足 展 序 的 , 那 就 可能 来 证 明 
此 们 可 以 二 相 比 较 . 康 托 尔 深 估 他 的 超 限 基 数 构 成 一 个 良 序 集 ， 
伺 末 能 给 出 证 明 . 良 序 宝 是, 印 每 个 集 台 都 可 以 被 良 序 化 ,最 后 
HARIT RES CI1871--1956) fE 1904 年 给 出 了 证 明 . 所 以 对 
任意 两 个 起 限 基 数 , 可 以 证 明 那 三 种 英 系 中 必 有 一 种 成 立 . 

良 序 定 是 并 不 能 解决 康 托 尔 的 超 限 数 埋 论 中 的 全 部 困难 . 
自然 数 达 到 了 第 一 个 起 了 服 数 m .直上 限 数 能 否 达 到 在 只 中 的 某 个 
终点 ?要 是 供 定 它们 能 达 刘 . 力 会 导出 下 盾 . 康 托 尔 认识 到 超 限 
数 绝 不 像 自 然 数 部 样 能 达到 一 个 极 根 . 他 在 下 询 定 理 中 直达 了 
xx DERE GU 

定理 所 有 的 数组 成 的 系统 上 是 绝对 无 限 的 . 非 相 容 的 汇 

*. 

把 只 当成 一 个 统一 体 来 谈论 ,一 定 会 导出 种 种 奇谈 怪 论 ， 
事实 上 ,根据 它 的 定义 ,是 不 容许 我 们 这 样 做 的 .这 个 概念 还 在 
给 很 多 人 带 来 麻烦 ,他 们 拖 它 看 成 是 集合 论 中 的 最 基本 的 环 症 . 

尽管 集合 论 和 康 托 尔 的 无 限 数 仍 面 临 善 各 种 问题 ,但 超 限 
数理 论 已 为 现代 数学 增 洪 了 一 个 活 贱 的 .重要 的 领域 .要 是 想 瞪 
KRMA CAVE FA BSH Ae HAY, SUE BOARS 


2] ABS Be] EF AE ek AR KT ! 
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我 们 已 经 重 温 了 人 类 在 发 现 各 种 类 型 的 数 时 所 经 历 的 千 辛 
Arr ,如 今 这 些 数 充满 了 我 们 的 数学 世界 .很 密 发 现 是 由 各 种 社 


会 中 的 普通 人 经 过 长 期 的 努力 而 慢 慢 获得 的 ,但 有 些 成 果 确 实 
应 归功 于 一 些 特殊 的 个 人 .我 们 对 于 数 的 理解 是 怎么 中 人 类 的 
智力 ,特别 是 一 些 特殊 的 人 的 智力 相 联 系 的 呢 ? 如 果 没 有 那些 
AA RBs BET BP ,我 们 的 数学 会 达到 何 种 水 平 呢 ? REUS 
明 的 人 真 的 能 做 出 特别 共有 革命 性 的 贡献 吗 ?” 超常 的 人 是 不 是 
能 用 一 种 特殊 的 方法 去 巧妙 邮 处 置 数 ,洞悉 其 他 常人 无 法 触及 
的 数 的 奥秘 ? 我 们 首先 来 看 看 那样 一 些 人 ,他们 的 计算 能 力 大 
大 超出 了 普通 人 的 水 平 . 

TE 18 世纪 初 ,就 有 记录 说 不 少 人 能 做 很 难 的 快速 心算 ; 
其 中 很 多 人 是 少年 怪 才 ,他 们 中 的 一 些 人 长 大 后 成 为 科学 家 或 
数学 家 ,而 另 一 些 则 一 事 无 成 . 脑力 强 弱 的 千差万别 告诉 我 太 |， 
心算 能 力 只 是 一 种 特殊 的 能 力 . 并 不 是 刻画 一 般 智力 的 标志 . 今 
天 ,我们 不 再 对 能 快速 心算 大 数 的 人 肃然 起 敬 . 这 可 能 是 因为 我 
们 的 世界 已 变 得 更 复杂 OA SOR .或 者 是 由 于 快速 发 展 的 计 
算 机 使 计算 变 得 平凡 无 奇 之 故 , 当家 里 的 计算 机 作 15 到 20 位 
数字 的 乘法 易如反掌 时 ,为 什么 我 们 还 要 绕 心 算 作 6 Gas sie 
法 呢 ? 我 希望 人 们 能 从 沉 关 繁琐 的 计算 中 解脱 出 来 ,以 利于 提 
出 更 抽象 更 有 意义 的 问题 .在 过 去 的 儿 个 挫 纪 中 ,心算 常常 是 学 
校 里 的 一 门 课程 .为 了 训练 记忆 力 ,人 们 常常 花费 时 间 去 记忆 很 
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有 价值 . 

虽然 我 们 现在 小 想 强 润 心算 ,但 我 还 基 想 回顾 一 下 心算 妙 
手 的 罕 出 表现 .我 之 所 以 这 样 向 仅 仪 是 为 了 使 我 们 去 更 深 地 性 
会 :作为 人 类 ,我 们 在 数 的 概念 中 加 进 了 老少 自身 的 帆 见 . 很 幸 
à& ,有 两 本 优秀 的 图 - 节 可 供 我 们 研究 .要 了 解 止 常人 群 中 突出 的 
计算 家 ,可 参见 布 肛 大 学 心理 学 教授 中 蒂 文 :B': 史密斯 (Steven 
B .Smith ) Pr RCAC EE? (The Great Mental Calculators). U 8£ 
ESSE mA Po AHA ER, RT DLE ee E 
Tis b FEHER b ELE, E SET IA 18 A RGB OB 
(Darold A. Treffern) Pr 3 09 48g dE UC Extraordinary People ) 一 - 
E NE 


正常 人 中 的 心算 家 


无 论 是 正常 人 还 是 天 赋 很 高 的 人 ,他 们 所 做 的 大 数 的 计算 
都 跟 专 门 的 技巧 或 特殊 的 环境 有 关 . 首先 ,大 多 数 的 计算 家 是 少 
年 尾 才 ,有 着 (成 曾经 有 过 ) 很 强 的 记忆 力 , 这 些 人 往往 在 一 个 与 
志 阴 绝 的 环境 中 成 长 .在 扳 儿 中 ,他 们 养 成 了 对 于 数 的 特殊 爱 
好 .他 们 常 当 是 不 由 自主 地 去 数 , 去 算 . 通 常 , 当 这 些 计算 怪 十 被 
人 发 现 后 ,他 人 或 其 他 人 人 就 哆 力 将 这 种 才能 展示 给 公众 看 .因此 
太 量 的 计算 家 成 了 舞台 上 的 省 员 , 在 欧洲 和 美洲 各 地 取悦 于 观 
fx. 


计算 家 表演 的 节目 是 很 有 限 的 .乘法 是 他 们 的 看 家 节目 :说 
出 两 个 大 数 的 乘积 或 一 个 数 的 寡 次 升 高 后 的 答案 ,等 等 .这些 表 
演 者 通常 会 计算 于 或 四 位 数 的 平方 或 立方 ,或 者 算 一 -到 冰 位 数 
的 更 高 的 瑚 次 .此 外 ,大 数 的 开 方 也 很 流行 ,然而 令 人 奇怪 的 是 ， 
开 方 的 难度 比 一 般 观 众 想像 的 要 小 ， 

此 外 ,计算 家 的 表演 有 有 时 也 会 展示 他 们 有 辨认 大 的 素数 和 
分 解 大 的 合 数 的 能 力 ,尽管 这 类 表演 比 做 乘 方 . 开 方 的 要 少 一 

一 228 一 


些 . 有 些 计 算 家 还 上 演 强 记 一 个 很 大 的 数 或 一 大 堆 数 的 节目 ,或 
者 表现 他 一 眼 就 能 看 出 某 种 物体 的 集合 的 基数 的 能 力 . 

很 少 有 人 表演 做 加 法 或 减法 的 能 力 . 夫 法 站 只 在 表演 分 解 
因子 时 用 到 ,而 不 是 为 了 表演 做 除法 本 身 . 看 来 数 之 间 的 相 乘 关 
系 最 能 吸引 计算 者 ,因此 也 比较 容易 被 记 住 ， 

这 种 能 力 到 底 有 多 了 不 起 呢 ?” 从 表面 上 看 ,他 们 像 是 精神 
有 点 不 正常 的 人 .例如 有 报道 说 , 杰 迪 代 亚 .巴克 斯 顿 (Jedediab 
Buxton, 1702 年 生 于 英国 埃 尔 姆 顿 (Flmton)) 是 个 完全 病态 的 
人 ,很 可 能 有 知 障 .然而 他 可 以 用 心算 做 一 个 39 位 数 的 平方 ,他 
共用 两 个 半月 时 间 来 完成 这 项 工作 ; 当 我 们 知道 他 并 不 会 读数 
也 不 会 写 数 时 , 真 让 人 感到 这 是 一 种 令 入 吃惊 的 绝技 .过 克 斯 赖 
为 邻居 们 表演 一 些 很 难 的 心算 以 换取 啤酒 喝 ,他 能 记得 自 12 岁 
起 他 在 去 过 的 每 个 小 酒店 中 得 到 的 啤酒 的 数量 ， 

1824 年 生 于 德国 汉 公 的 约翰 .马丁 : 察 哈 里 亚 斯 . 达 斯 (Jo- 
hann Martin Zacharias Dase) E -- 1X BE 2) dili A 5 PRS 
出 两 个 8 位 数 的 飞 积 ,正确 地 得 到 一 个 46 位 数 . 

盟 然 心算 者 在 女性 中 较为 少见 ,但 还 是 有 几 位 伟大 的 女 计 
算 家 .1980 $E, Eri HE B vb Pg S KE dur - SE ZEE ( Shakuntala Devi ) Ñr 
了 她 的 能 力 : 乘 两 个 03 位 数 得 到 了 一 个 26 位 数 , 时 间 仅 用 了 
28 祖 . 这 两 个 数 是 由 计算 机 随机 选取 的 .正如 史 蒂 文 .史密斯 所 
报道 的 :这 个 时 间 近 远 超 过 了 以 前 任何 报道 过 的 记录 ,只 能 说 
它 是 令 信 难以 置信 的. "3 

大 数 开 方 是 计算 家 们 最 常 表演 的 节目 .这 有 网 个 理由 ,首先 
它 很 能 吸引 观众 ,其 次 它 比 人 人们 想像 的 困难 程度 要 低 得 多 . 例 
如 ,一 个 8 位 数 开 立方 后 仅 得 到 一 个 两 位 数 ,这 时 只 要 来 确定 方 
根 的 未 位 和 首位 数字 .要 是 被 开 模 数 的 位 数 再 增加 , 根 中 的 数字 
计算 起 来 就 难 了 .他 们 所 用 的 被 开 方 的 数 通 常 是 个 完全 壬 ,这 就 
保证 所 得 结果 基 个 整数 .对 于 开 奇 数 次 方 来 说 , 方 根 最 后 -位 数 
学 可 由 被 开 方 的 数 中 最 后 一 位 数字 唯一 确定 .最 普通 的 一 个 例 
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TEAL SfRREBSSR TER S xx. NIKE Sm 
HE IE Jy BASS , 共 末 位 数 必 为 5. 

ZEW- v5 dE PE Wim Klein) 1912 年 生 于 阿姆斯特丹 .在 他 
的 职业 上 生涯 中 , 曾 在 全 欧洲 表演 心算 ,最 后 成 为 一 名 数值 分 析 
SC, A EK BN EET SE EH EH CCERNO 1 fE. 1974 年 ,他 将 一 个 200 位 
数 开 23 次 方 ,党 时 18 AE 7 Eb xXx VS AS RE fi E A TOS FR 
SAADE - 500 WA SOF 23 次 方 上 只 用 了 2 分 霍 9 
PpO 

SE ALICIA HT SE E A I PT. TR RAE v 
(Hans Eberstark, 1929 F4: THEIA, fe SEES OD ie f Dom 的 
小 数 部 分 的 前 11 000 (Bee. a FE C29 5 PEA AEA 
对 于 数 的 记忆 力 很 有 限 . 接 和 触 一 次 就 能 记 住 的 数 的 平均 位 数 是 ， 
如 果 数 字 以 单调 下 育 该 出 , 则 是 7; 如 果 以 抑扬顿挫 的 声调 读 
出 , 则 可 提高 到 9. 如 果 数 字 不 仅 以 抑扬顿挫 的 声调 ,而 生 以 成 
对 的 方式 读 出 , 则 可 记 住 的 位 数 为 12. 意 大利 计算 家 雅克 : 颁 瑞 
迪 (Jacquee Inaudi, 1867—1950) 普 接受 了 19 世纪 一 位 著名 的 
旋 理 学 家 的 测试 ,这 位 心理 学 家 是 阿尔 帮 雷 德 : 宾 耐 特 (Alfreq 
Binet). (tH x £* X8 it Ur et — 1X BB BE io E BK 42 位 的 数字 .这 
是 普通 人 所 能 记 住 的 数字 氏 度 的 3—6 倍 . 这 确实 令 人 难以 忘 
怀 , 不 过 也 还 是 可 信和 的 , 萨 涪 ' 芬 克 尔 斯 坦 (Salo Finkelstein, 
1896 或 1897 年 生 于 波兰 的 卢 芯 ) 在 仅 看 一 眼 后 可 复述 出 有 20 
到 28 位 数字 的 数 , 他 仅 用 4 秘 钟 便 可 记 住 一 个 39 位 的 数 . 

显然 ,记忆 力 在 大 数 计算 中 起 了 很 大 作用 .不 少 人 人 披 让 说 ， 
维 姆 : 克 芋 菌 记 住 了 高 达 100 Æ 100 的 乘法 表 ( 而 不 是 学 生 们 能 
记 住 的 12 38 12 以 内 的 乘法 表 ) , 1 000 以 内 所 有 整数 的 平方 ,以 
及 10000 以 内 的 全 部 1 229 个 素数 . 基 些 计算 天 才 还 具备 快速 
计数 的 能 力 . 约 坦 : 达 斯 看 一 眼 就 可 数 出 撒 在 桌子 上 的 纹 豆 有 多 
少 和 煌 .他 有 时 候 利用 这 种 才能 去 点 一 个 他 新 去 的 图 书馆 的 藏书 
总 量 . 
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素数 与 合 数 


我 们 将 要 考察 的 最 后 一 种 才能 涉 太 合 数 的 分 解 因子 各 素数 
的 羯 定 . 在 解决 其 些 问题 时 .有些 速算 家 把 一 个 大 数 分解 为 它 的 
RIAL ,例如 ,3 np ALI SX op fO 2-3-5. 为 什么 数 2.3,.5 BI 
KARR? 

XEX AEA ARH, ECRIRE DSH | BH. 

23 — FT AE BABE SES 1 FO EP RESP ,还 能 被 共 他 的 
OH ER. DEAD 4. BRT OT RE ] 和 4 整除 处 ,还 可 被 2 整除 .5 可 被 
1,6,2 和 3 整除. 这样 的 数 称 为 合 数 . 

EM ” 合 数 是 一 种 自然 数 , 它 除了 1] 和 自身 外 ,还 可 被 其 他 

的 数 整 除 ， 

从 上 面 的 定义 容易 看 出 ,所 有 大 于 1 的 自然 数 分 为 两 类 ; 素 
数 和 合 数 .我 们 不 可 能 将 素数 再 分 解 为 更 小 的 数 ,而 任 , -个 合 
才 可 以 表达 为 组 素数 的 乘积 .市 此 可 导出 数学 上 最 基本 的 结 
果 之 一 , 它 说 一 个 数 的 分 解 方式 是 唯 - -的 , 即 每 个 数 有 其 唯一 的 
AXE 8S. 

算术 基本 定理 AKT 1 的 自然 数 有 有 且 仅 有 一 种 方式 表 

达 为 素数 的 乘积， [237] 

有 些 计算 怪 才 为 了 计算 两 个 大 数 的 乘积 , 先 将 要 算 的 数 分 
解 为 夫 数 ,然后 再 做 乘法 .但 数学 家 们 认识 到 素数 有 上 比 使 用 它们 
做 计算 更 这 刻 的 问题 要 研究 .和 白 然 数 中 有 无限 多 个 素数 ,但 当 自 
然 数 变 得 很 大 时 ,其 中 的 素数 变 得 很 稀 踊 . 快速 判定 大 数 中 的 哪 
个 数 是 素数 .哪个 数 是 人 台数 的 疝 题 , 几 个 世纪 以 来 一 直 吸 引 着 数 
学 家 .人 类 辨认 素数 的 平均 能 力 有 多 高 呢 ? 初学 者 开始 学 习 了 
什么 是 素数 以 后 ,能 毫 无 困难 地 判别 出 7 是 素数 ,9 是 台数 . 任 
何人 经 过 简单 的 计算 都 能 判定 51 是 人 台数 ( = 3.171 ,而 53 BE 
数 .职业 数学 家 通常 能 判定 3 位 数 或 4 位 数 为 素数 还 是 分 数 . 

分 解 太 数 以 及 判定 大 数 是 否 蚌 素数 的 问题 之 所 以 吸引 人 ， 
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REIN ASA PER ESTA: ,或 者 说 设 有 -系列 确定 的 运算 Ie. 
快 地 将 大 合 数 与 大 素数 区 分 开 来 .但 有 的 计算 家 似乎 有 一 些 雇 
FPR PR AC erah Coibum，1804 一 1840} 生 于 佛蒙特 ,是 
闫 国 的 计算 翌 才 ,他 能 够 告诉 你 一 个 六 或 七 位 的 数 是 合 数 还 是 
素数 .如 归 是 合 数 ,他 在 几 秒 钟 内 就 能 列 出 它 的 因子 .他 的 算法 
似乎 是 下 意识 的 .但 有 - 件 事 他 是 仔细 考虑 过 的 ABR 
他 己 记 往 了 用 于 辩 认 因 子 的 一 天 堆 数 的 尾数 ,例如 仅 仪 当 因 子 
后 两 位 数 为 某 些 数字 时 才能 得 到 相应 合 数 的 尾数 .这 与 开 方 时 
由 的 技巧 类 似 . 

例如 , 科 尔 伯 愿 列 出 了 了 合 数 2983 可 能 的 因子 尾数 ,共有 20 
对 .就 是 说 83 只 能 从 20 个 不 同 的 数字 对 来 得 到 .检验 这 些 数 字 
对 就 可 能 发 现 2 983 的 因子 .第 一 对 是 01 和 83. 因 为 1 不 会 是 
内 子 ( 或 说 它 是 所 有 数 的 因子 ), 可 能 的 因子 是 101 和 83. 但 它 
们 的 乘积 比 &000 大 .由 于 在 01 和 83 前 面 认 上 其 他 任何 的 数字 
都 会 变 得 更 大 ,所 雇 我 们 可 以 删 去 这 对 数 .第 二 对 是 03 和 61， 
我 们 知道 3 不 是 2 983 的 因子 (将 它们 各 位 数字 相 加 ,立即 可 判 
上 断 其 和 不 能 被 3 整除 ). 所 以 下 一 种 可 能 是 103 x 61, 由 于 跟 第 
一 对 相同 的 理 直 ,我 们 也 期 去 这 对 组 合 .最 后 , 当 试 到 第 从 对 给 
S 19 和 57 时 ,我们 才 发 现 要 找 的 因子 .19 不 可 以 改 成 119 ,或 
者 说 这 样 做 会 产生 太 大 的 数 , 但 注意 到 20 x 150 = 3 000. 我 们 立 
刻 发 现 19x 157 22 983. 自然 ,对 我 们 来 说 ,使 用 这 种 分 解 方法 
既 慢 又 匠 抽 .但 在 计算 怪 才 手 里 ,特别 是 那些 将 这 个 过 程 融化 在 
入 中 的 人 .做 这 种 计算 很 容易 ,几乎 是 麦 闻 即 成 的 事 . 

科 泵 伯 因 和 其 他 表演 者 只 记 住 二 位 数字 表 还 是 不 够 的 , 必 
须 加 上 因子 分 解 的 帮助 .乔治 .帕克 、 tE SR ZR (George Parker Bid- 
der，1806 一 ]878) 是 来 自 英格兰 英 顿 地 方 的 一 各 计算 怪 才 .他 偶 
然 发 现 了 一 种 数学 家 们 已 经 知道 的 分 解 国 子 的 算法 .我 们 感 兴 
趣 的 是 去 分 解 一 个 再 数 , 因 为 任何 一 个 偶数 都 可 以 被 2 除 尽 , 从 
而 得 到 小 一 些 的 合 数 . -- 个 奇 的 合 数 可 以 写 为 下 列 乘积 的 形式 : 
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(a b)(a- b) FERRE RE a^ — hb’ 因此 每 个 奇 的 合 数 可 
写 为 两 个 平方 数 a? 与 b? 2. EE GERI HI iX — 5H KA SGRA 
FTE x 是 我 们 要 去 分 解 的 数 ,那么 文王 人 一 
TuS] SEXE a ,使 得 它 的 平方 碱 去 x 是 一 个 完全 平方 数 . 

让 我 们 用 这 个 方法 来 分 解 5251, 它 右 两 个 因子 59 8189. 3X 
们 从 大 于 5 251 的 最 小 完全 平方 数 开 始 , 那 是 737. 当然 ,如 果 能 
ict 138 100 之 向 的 数 的 完全 平方 ,那么 一 于 子 就 能 找到 这 个 
数 .我 们 求 73 的 平方 得 到 5 329, 减 去 5251 得 到 78, 后 者 不 是 
完全 平方 数 , 于 是 ,我 们 从 73 增加 1 ,得 到 374, 并 求 它 的 平方 得 
5476, RÆ 5 251 得 225, 此 时 后 者 等 于 15 的 平方 .因此 S251= 
(74 + 15) (74 - 15) = 89-59, 这 就 是 我 们 要 找 的 两 个 因子 ， 

在 实际 中 ,我 们 无 须 去 做 a 加 虐 再 平方 .注意 (ae + 1 Y= 
az+2a+1: 因 此 为 了 求 a 增加 1 后 的 平方 ,只 要 去 求 2a +1， 
FREE MF a? E. 

TILFHABCES) EIC AE ETS ,计算 者 可 以 对 百 万 .有 时 
BEE FA Batt Re Fae. [239. 


约翰 和 麦克 尔 的 案例 


有 一 类 特殊 的 计算 翌 才 被 称 为 扬 奖 学 者 ,他 们 有 辨认 极 天 的 数 
是 素数 还 是 合 数 的 能 力 . 白痴 学 者 在 进行 标 蕉 智商 测试 时 , 黄 智 力 
水 平 比 常人 低 很 多, 然而 在 音乐 .或 艺术 .或 计算 方面 却 有 惊人 的 能 
力 -. 这 类 学 者 常常 思 有 严重 的 孤独 症 ,或 是 在 童年 时 期 左 半 大 脑 受 
过 伤 .对 音乐 或 数 有 帘 出 的 认 知 能 力 的 人 ,通常 伴 有 过 人 的 jctz 刀 . 
有 些 白痴 学 者 可 以 记 住 他 们 一 生 中 每 天 的 天 气 状 况 .这 种 计算 能 广 
通常 还 显示 在 对 日 历 的 计算 上 . 如 果 休 告诉 这 类 学 者 某 年 某 月 某 
H ,不论 是 过 去 的 还 是 未 来 的 日 期 ,他 ( 她 } 剖 会 告诉 你 那天 是 星期 
儿 . 日 痴 学 者 的 男 一 种 难以 置信 和 稀有 的 才能 是 识别 素数 ,约翰 
(John) 5338 98ZR ( Mickael SX B5 Fi PPT. 

奥利弗 ' 萨 克 斯 (Qiiver Sacks) 博 士 是 纽约 阿尔 贝 特 : 爱 因 斯 
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T ( Albert Einstein 医学 院 的 临床 神经 党 教 授 ， 1966 年 他 第 一 次 
ft DY ay BR Sg Pa ee. -对 挛 生 兄弟 约翰 与 迈克尔. 那 时 这 
对 计生 兄弟 26 岭 , 他 们 从 7 岁 起 就 被 公共 养育 机 构 收 容 . 两 人 
AEIR- (SCR IG AR AT, TRO ES FR Ra GR S. fH E iE vE NL TELE TEX. 
察 他 们 的 口 常 生活 时 发 更 这 对 匈 弟 共有 一 种 奇怪 的 才能 . 

- -天 ,萨克斯 博 七 观察 这 对 双生 子 时 ,发 更 他 们 正在 全 神 贯 
注 地 进行 - 场 育 怪 的 对 谈 ,每 人 轮流 说 一 阵 , 沉 默 一 会 儿 . 两 个 
男孩 脸 二 都 带 着 微笑 ,好 像 他 们 对 白 己 私下 开 的 玩笑 感到 非常 
i5 24. BE re Sr E E VI TT, 55 poer, 先是 约翰 说 了 一 个 六 
TEBE GEL SAN BI EDA PS IT REOR REGULAR XS SET — 48 JL Lib 
Hi Fi CBOSS fe A T Eg. oP Se S24 ee BIBIT. 
TAF URE KFA ABUR RIE, peA Eis dE BE Ex 
他 们 的 小 游 戏 . 

这 是 些 什 么 数 ? MWS FY RPA tee, Re 
隔 家 去 研究 .翻阅 了 各 种 数学 书籍 之 后 ,他 发 现 这 些 数 全 是 素 
HE! 六 位 数 是 些 介 于 十 万 和 再 万 之 间 的 数 . 这 两 个 年 轻 人 都 是 
反应 迟 刍 的 人 人 ,他们 怎么 知道 .或 是 怎么 识别 这 么 大 的 率 数 的 
We? 故事 并 末 吓 此 完结 ,第 二 天 ,萨克斯 博士 带 着 他 自已 的 甘于 
RREPA T EE. 

这 次 他 与 这 对 双生 子 坐 理 一 起 ,说 他 能 参加 他 们 的 游戏 , 起 
初 他 们 面 对 着 博 凸 感到 拘束 ,但 很 快 就 重新 开始 了 对 话 .萨克斯 
博士 先 查 了 一 下 书 , 说 出 一 个 八 位 数 的 素数 .两 个 孩子 惊奇 地 效 
视 扩 之 个 鞍 来 的 人 ,在 昕 到 这 个 数 后 半分 多 钟 ,这 对 双生 子 忽 然 
笑 了 ,并 都 点 点 头 ,约翰 聚精会神 起 了 很 长 时 间 , 最 后 给 出 了 一 个 
九 位 数 .和 迈克尔 四 了 一阵 后 给 出 了 第 二 个 几 位 数 .萨克斯 博 寺 又 
Ep] bas Xe 记 , 并 给 出 了 一 -个 十 位 数 的 素数 . 

九 位 和 上 位 数 的 素数 ! 九 位 数 是 在 一 亿 到 十 亿 之 间 的 数 ; 
广 倍数 是 在 十 亿 到 百 亿 之 六 的 数 . dex te Bk ,但 很 快 孩 子 们 就 
超出 了 了 配 克 斯 博士 的 能 力 所 限 . 
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er SS HRA Yu AMAS SAS HRT APS 
Pie RA AM, AE et, AAR OY 
PAT AB at TA HK. dein A RR A my 
e 小 时 以 后 这 对 双生 子 又 存 交 接着 二 十 位 的 素 
数 , 至 少 我 假定 那 都 是 素数 ,但 我 无 法 检验 .5 


<M RR? £y sg US Xx ELBO BE SERA DORÉ 89 d 
Jj" (ff -个 人 :更 不 用 说 是 低 智 所 的 人 了 ,怎么 能 识别 一 个 二 
上 位 的 素数 呢 ? 我 有 一 台 386 一 25 兆赫 的 计算 机 .即使 用 Basie 
A gi PIBDOUEURS SIS ERE ,也 很 难 检验 十 三 位 以 于 的 数 的 素性 ( 除 
非 我 愿意 将 机 器 老 开 着 ,让 它 一 次 算 EJIL A). XX PU BESSER 
是 如 何 记 住 这 二 十 位 的 数字 的 ? 更 有 芯 者 ,又 是 怎么 检查 它 的 
素性 的 ?” 如 果 上 述 报道 是 真 的 ,那么 在 这 两 个 大 的 身上 真 的 发 
生 了 惊人 的 事情 ,所 谓 停 人 人 不 是 因为 他 们 是 符 障 者 ,而 是 说 跟 任 
何人 的 能 力 相 比 都 是 惊人 的 . 
人 妍 究 过 约翰 和 迈克 尔 的 经 具 的 权威 们 同意 这 样 一 种 观点 ， 
即 这 两 个 千 轻 人 不 可 能 也 从 未 用 经 典 方法 通过 对 大 数 检 验 调 找 
到 素数 .也 就 是 说 ,他 们 没有 在 心里 用 较 小 的 素数 去 队 大 数 的 方 [241] 
法 来 识别 素数 , 他们 不 可 能 进行 这 种 心算 , 因 为 他 人 甚至 不 会 做 
很 小 数 昌 的 加 法 .此 外 ,即使 是 检验 一 个 六 位 的 素数 所 须 进 行 的 
心算 也 远 非 他 们 所 能 办 到 的 .也 不 像 尽 他 们 有 意识 地 用 了 诸如 
乔治 : 比 德尔 将 奇 的 合 数 大 成 半 方 差 的 方法 ,因为 这 个 方法 大 量 
运用 了 加 、 减 和 乘法 ， 
那么 约翰 和 返 克 尔 是 怎么 做 的 呢 ? 我 们 根本 就 不 知道 .一 
个 有 趣 的 想法 是 : 素 糙 其 有 某 种 特征 , 它 能 够 在 心里 被 观察 到 ， 
从 而 被 大 们 识别 为 素数 ,也许 这 对 双 胞 肥 兄弟 能 在 心里 哲 到 数 
并 认 出 这 种 性 质 .我 们 希望 有 KARE IO HERE ZU ER Sat 
择 样 完成 这 种 惊人 的 业绩 的 . 不幸 的 是 ,我 们 不 得 不 依赖 其 他 白 
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独 “ 常 者 "或 其 他 全 新 的 研究 方法 以 破解 这 个 移 密 . 1977 年 ,为 
了 促进 他 们 介入 社会 的 进程 ,监护 人 将 这 对 双胞胎 兄弟 分 开 了 . 
虽然 他 介 ] 在 重 返 社会 训练 所 这 种 环境 下 表现 出 其 他 能 力 有 所 改 
H ,但 两 人 中 没有 一 个 人 再 去 做 任何 有 意义 的 星期 计算 或 是 素 
Mei B.D 


所 有 这 些 说 明了 什么 ? 


有 些 人 也 许 会 说 .除了 训练 的 时 间 ,对 数字 的 钟爱 以 及 良好 
的 记忆 力 之 外 ,计算 怪 才 与 正常 人 屋 有 什么 不 同 . 劳 斯 ' 鲍 和 尔 
(W.W. Rouse Ball, 1850—1925) 2 — fir [i sb 2E RFS s de IT, 
剑桥 三 一 学 院 的 校友 .他 在 《计算 怪 才 》 一 文中 捍卫 了 上 述 主张 . 


表演 确实 信人 吃惊 ,以 至 于 某 些 观众 认为 这 些 怪 才 具 
月 一 种 与 同时 代 人 钨 不 相同 的 功能 ,这 种 观点 是 没有 
杠 据 的 .任何 一 个 具有 出 色 的 记忆 力 并 天 生 对 算术 感 
兴趣 的 年 轻 人 ,只 要 他 毒 心地 、 不 间断 地 去 琢 音 上 数 , 并 
WTR] ,都 能 对 心 工 十 分 精通 . AK, APH OAK 
BAGS A ao 2 I RAAB Sp RA EIE. 


SE XC + BRET PR fib AE AOS , ifi A ey Bk 
类 智力 技能 跟 语 言 能 力 相 仿 . 因此 ,你 只 要 有 足够 强烈 的 愿望 并 
花 功 夫 去 学 ,就 能 成 为 一 名 计算 家 . 

只 要 你 有 足够 强 副 的 欲望 …… 并 县 知道 乘法 表 , 那 么 

我 可 以 在 一 个 星期 内 载 会 你 开 主 方 ,在 一 或 两 个 月 内 

OM FR Aa Fe A fo Hk mh dod, ARE OR AG 

了 .9) 


鲍 尔 和 史密斯 关于 所 有 计算 家 基本 上 跟 正 常人 没什么 差异 
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的 论断 正确 蚂 ? IRA HH BRR GABA REA 
题 出 了 人 类 正常 能 为 之 外 吗 ? 仅 考 虑 那些 正常 的 或 聪明 的 计算 
家 .史密斯 的 论断 可 能 是 正确 的 .在 适当 的 刺激 与 合适 的 环境 
中 , 状 守 数 人 能 成 为 计算 家 .表演 固然 惊人 ,但 形成 这 种 技能 的 
条 件 不 外 平 是 过 人 的 记 所 轧 ( 这 是 可 以 训练 的 ) .对 于 数 的 钟爱 
以 及 有 充分 时 间 去 玩味 数 之 间 的 关系 .一 个 人 在 早年 发 更 的 数 
之 加 的 关系 通常 会 在 脑 中 归并 成 一 种 计算 的 规则 ,后 来 就 变 成 
一 种 下 意识 的 ,几乎 是 即时 的 反应 ， 

但 当 我 们 谈 到 那些 孤 佑 和 反应 迟钝 的 人 人 时, 忠 密 斯 的 假设 
怠 不 够 了 . 达 罗 和 尔 得 . 特 雷 弗 特 博士 认为 ,多 种 因素 的 结 人 台 造 就 
了 音乐 和 计算 方面 的 这 类 “大 学 者 "一 一 特征 大 学 痢 群体 .考虑 
到 这 些 白痴 学 者 大 争 不 会 做 一 位 数 的 乘法 一 一 -甚至 是 加 法 和 减 
法 时 ,我 们 立刻 就 明白 所 谓 玩 味 数字 ,然后 使 之 内 在 化 的 解释 是 
不 充分 的 . 计算 “大 学 者 "一 般 有 三 种 与 数 有 关 的 才能 :(17 数 字 
记 必 ,和 包括 认 法 计算 中 的 星期 和 日 期 的 记 杞 , (2) 识 别 素数 和 国 
于 的 能 力 ,(3) 表 演 快 速 或 即时 计算 的 能 力 . 这 些 都 像 是 下 意识 
的 能 必 , 因 为 这 些 大 学 者 完全 知道 他 们 正在 做 什么 ,但 却说 不 出 
fi. f ETE Z S. 

AR E TESI AAA” B8 od ZEAE BR HT ZU SE SE d. 这 可 能 是 由 
Cb EREET nS AE Be |] H3 AS Ft Ps Irc o6] 3-58 3X, ez RT Bb 
是 男性 激 秦 不 平衡 的 结果 ,这 种 不 平衡 导致 左 半 脑 的 连接 神经 
的 生长 迟缓 . 特 雪 费 特 认为 ,这 种 早期 的 左 半 脑 损 伤 可 能 导致 其 
功能 向 厂 灶 脑 转移 .人 在 出 生 时 成 千 上 方 个 脑 神经 细胞 因 不 能 
与 其 他 细胞 连接 而 相继 死去 ,并 不 断 地 被 大 脑 吸收 .在 人 的 进化 
过 程 中 .似乎 已 形成 了 庆生 超 量 神经 细胞 的 机 制 以 保障 永远 有 
是 够 的 脑 细胞 以 实现 必要 的 连接 ,未 能 和 别 的 细胞 联系 上 的 多 
余 的 细胞 会 浙 渐 死 去 .也 许 当 左 半 脑 功能 向 右 半 脑 转 物 时 ,有 一 
些 多 余 的 细胞 实现 了 连接 ,结果 使 得 这 些 个 体 有 更 强 天 的 右 半 
脑 . 
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正常 人 的 起 支配 作用 的 左 脑 负责 在 语言 ,数学 .推理 .计划 
等 活动 中 控制 其 线性 过 程 . 右 脑 控 制 那 些 即时 的 行为 .诸如 瞬间 
的 视觉 功能 . 堪 脑 与 右 脑 的 不 司 功能 有 助 于 解释 正常 人 与 计算 
“大学 书 " 之 间 的 益 异 .这 类 “大学 者 "在 处 理 线性 过 程 { 即 一 种 在 
多 个 此 又 组 成 的 过 程 ,每 个 瞬间 只 实现 一 个 步 又 ) 时 会 遇 到 麻 
烦 ; 音 乐 的 情形 有 些 特殊 , 国 为 有 时 候 音 乐 欣赏 能 力 是 由 右 脑 控 
制 的 ;他 (或 她 ?对 于 需要 瞬间 认 知 的 事物 袁 现 出 很 强 的 能 力 , 例 
如 即时 计数 ， 

于 古 对 于 这 些 计 算 "* 大 学 者 ”, 除 了 喜欢 独处 .对 于 数 有 兴趣 
和 展示 他 们 的 能 访 这 些 特 点 外 ,我 们 又 区 了 一 - 些 了 上 解 :他 们 具有 
一 个 功能 与 众 不 同 的 大脑 ,由 右 羊 脑 来 代替 左 平 脑 的 支配 作用. 
特 雷 上 弗 特 还 指出 ,他 介 的 记忆 也 与 众 不 同 .内 为 其 紧 洁 大脑 皮 屋 
下 的 区 域 受 手 了 .他 们 的 记忆 范围 狭 窑 介 是 很 瘟 . 这 从 一 个 体面 
解释 了 为 什么 很 多 "大 学 者 "在 思维 时 似乎 有 安 想 的 表 项 .然而 ， 
光 有 这 个 解释 还 不 够 ,特征 弗 特 说 道 : 


这 些 天 才 “ 大 学 者 "经 过 长 期 的 重复 与 实践 ,已 形成 了 
一 套 足 以 诗 行 下 意识 演算 转 编 码 ( 虽 然 他 们 对 所 用 欧 
FE SEO AS EE EO), 然而 ,在 这 些 非凡 的 “大学 者 "中 ,接近 
音乐 规则 和 数学 规则 的 人 人 畦 别 多 ,人 司 人 觉得 这 种 接近 
必定 由 于 存在 着 祖先 [遗传 ) 的 记忆 .在 这 些 人 中 ,这 种 
记忆 力 带 有 遗传 特征 , 滤 一 般 的 硕 力 不 同 , 1 


特 雷 弗 特 在 这 里 引入 了 一 种 附加 因素 :对 数学 和 音乐 规则 

44) 的 异常 记 记 .然而 . 特 雷 弗 特 讲 的 记忆 并 不 是 指 靠 记忆 回想 过 去 

AREER AE. 他 所 说 的 记忆 足 指 由 神经 遗传 获得 的 进行 音乐 和 

数学 活动 技能 . 他 断言 说 ,这 种 特殊 的 技能 跟 我 们 常人 的 智力 网 

马 和 牛 不 相 及 . 当 这 些 “ 大 学 者 "的 一 - 般 智 力 受 损 时 ,这 些 专 门 的 技 

能 反而 会 增强 .基于 他 的 研究 , 特 涡 弗 特 得 出 结论 说 计算 “大 学 
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增加 神经 的 连接 而 使 而 半 脑 变 得 更 为 复杂 ) ,由 正常 的 遗传 获得 
的 操作 数学 规则 的 技能 ,加 上 性 情 拆 仙 的 环境 因素 以 及 对 于 数 
的 兴趣 .上述 四 种 因素 使 计算 “ 太 学 者 "在 对 于 数 的 即 寺 领悟 方 
面 达 到 了 新 的 深度 .'" 


未 来 的 计算 


大 们 可 以 理直气壮 地 河 :为 什么 还 牙 用 这 些 计算 来 烦人 呢 ? 
我 们 可 以 打开 计算 机 一 一 按 按 键盘 结论 就 米 了 .但 在 -一 些 
大 的 算术 问题 中 ,计算 过 程 可 能 比 一 下 了 上 得 出 结论 更 重要 . 它 可 
以 成 为 有 效 的 数学 洞察 和 对 于 数 鬼 深刻 认识 的 基础 ， 

历史 上 ,有 一 些 杰 出 的 科学 家 和 数学 家 曾 是 计算 方面 的 神 
童 , 包 括 伟 大 的 数学 家 欧 拉 .高 斯 种 拉 杞 努 金 .现代 计算 机 与 博 
JE IE UR X EXPE BOO: BRIE ) Ze S0 29 jp 15 -VEHK E (John von 
Neumann ) 的 计算 能 力也 是 平常 出 色 的 . 

大 才 的 计算 家 们 有 -个 乓 同 特点 :他 们 喜人 次 大 思考 数 和 喜 
驳 去 十 味 数 . 这 种 对 于 数 的 泗 望 站 大 量 的 数学 突破 中 起 了 关键 
作用 .我 们 已 经 春 到 早期 毕 达 诗 近 斯 学 派 的 大 是 如 何 摆 漠 石 子 ， 
发 现 了 数 之 间 的 种 种 关系 .他们 对 于 数 的 玩味 导出 了 最 早 的 一 
些 数学 定理 .在 较 近 的 年 代 , 即 1792 年 ,年 仅 15 22 B8 e Er f 
了 数论 中 最 重要 的 发 现 .12 他 狼 认 为 是 所 有 数学 家 中 最 屠 大 的 
人 人 物 之 一 .他 提出 在 自然 数 增 加 时 , 兵 中 所 含 素 数 的 个 数 可 以 表 
为 一 个 丽 数 | 忆 - 这 个 函数 后 来 成 了 才 数 定理 的 内 容 .高 斯 是 怎 
样 想到 这 个 函数 的 呢 ” 他 以 : - 干 个 自然 数 为 -- 组 ,从 相继 的 若 
干 组 自然 数 中 数 清楚 其 中 出 现 的 素数 的 个 数 .由 此 看 出 的 素数 
的 分 布 状况 使 他 得 到 了 素数 定理 . AE, HERE ane EZ 
一 高 斯 ,是 在 勤 栗 地 用 最 标准 的 平凡 的 计算 去 识别 素数 和 计 臭 
素数 的 个 数 之 后 ,做 出 他 的 发 现 的 . 
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我 们 永 近 不 可 能 知道 有 多 少 伟大 的 数学 发 现 是 在 人 人 们 心 甘 
情愿 地 坐 下 来 并 耐心 地 进行 繁琐 的 计算 后 作出 的 .但 这 样 的 情 
况 肯 定 是 很 多 的 .在 科学 研究 中 也 不 过 同样 的 耐心 与 勤奋 .研究 
者 为 了 联 得 有 意义 的 突破 , 击 要 长 年 累 月 地 收集 和 分 析 资料 . 因 
此 ,简单 的 计算 在 数学 中 尾 最 基本 的 .20 世纪 的 一 些 批评 家 对 
于 计算 机 泥 灭 于 大 们 对 计算 欧 兴 趣 而 深 肯 失望 ,认为 我 们 义 会 
PARCE p Bit £o. pd AI Aeg - d TEACBETE A: p 9 
运算 的 技能 . 我 持 相 反 的 看 法 .计算 机 不 会 排 太 我 们 摆弄 数 的 技 
能 .相反 地 , 它 古 一 件 宝物 ,因为 它 起 的 作用 犹如 将 我 们 自己 的 
大 了 脑 延伸 ,项 在 我 们 每 个 人 都 能 籍 着 家 用 电脑 而 成 为 计算 人 大师. 
计算 本 为 我 们 提供 子 对 于 数 的 新 的 润 察 比 做 乘法 和 因子 分 钴 本 
身 更 为 重要 .形形色色 关于 数 的 问题 ,普通 人 以 前 可 能 从 木 考 谍 
过 ,因为 它们 需要 用 到 复杂 的 计算 ,现在 这 些 问题 可 用 几 分 钟 或 
个 把 钟 买 编 个 程序 而 得 到 答案 . 此 时 所 需要 的 仅 是 对 于 数 的 兴 

2461 fk. 
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TEER AOE CIRC ESub iR xU D .我们 从 自然 数 开 始 ， 
考查 它们 的 起 源 , 并 将 我 们 的 概念 扩展 到 了 分 数 ERR a 
以 及 超 限 数 .我 们 甚至 思考 了 其 他 种 类 的 数 该 如 何 计数 .现在 我 
们 要 问 :什么 是 最 一 般 意义 下 的 数 ?” 这 实 奈 上 不 是 数学 问题 而 
其 一 个 哲学 问题 . 正 因 为 如 此 ,所 以 我 们 必须 特别 小 心 ,以 免 隐 
入 无 休止 的 背 党 争论 的 泥沼 而 不 能 自拔 . 

数学 中 的 大 多 数 概 念 是 不 难 理解 的 ,因为 它们 都 是 建立 在 
容易 弄 慌 的 简单 的 定义 和 特定 关系 之 .上 的 .数学 哲学 则 困难 得 
多 ,因为 它 迫 使 我 们 离开 数学 的 证 明和 计算 ,去 探讨 比 直观 概念 
更 深刻 的 问题 .此 时 我 们 主要 关心 的 是 : 数 以 什么 方式 存在 ? 它 
对 于 我 们 生存 于 其 中 的 宇宙 意味 着 什么 ? 本 体 论 是 专门 研究 
“在 在 "问题 的 ,于 是 我 们 要 去 弄 明 白 数 的 本 体 论 问题 .整个 问题 
的 基础 在 于 :如 果 数 是 存在 的 , 那 它 是 怎样 存在 的 , 它 是 独立 二 
大 类 他 在 的 吗 ? 当然 ,这 里 所 说 的 存在 并 不 是 像 毕 达 六 拉 斯 学 
派 所 主张 的 好 样 ,说 数 是 在 时 空中 移动 的 物质 对 葡 . 我 们 绝 不 能 
在 大 树 的 后 面 或 右 头 底下 找到 数 3. 我 们 的 意思 是 :是 不 是 数学 
对 象 (无 论 这 些 对 象 到 底 是 秆 么 ) 存 在 于 某 种 关系 中 ,而 这 种 关 
系 是 独立 于 我 们 脑 诲 中 所 想像 的 这 些 对 象 与 关系 的 ? RAUS 
说, 数学 真理 晨 不 是 作为 我 们 所 生活 的 宇宙 中 的 真理 存在 的 , 南 
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qd fl T6 BRL pP PETER 

fp BBE PFE IU ERATOT £8 ue HE ESEI Fe de TE 
PLAY AL p. Xx PELIS AA Fd 4 dEix-— RBA 
ITA CHAA E S OTE Piha, BP ea EL fp 
站 作对 本 体 沦 的 专门 解释 之 上 ,我 们 绝 不 会 匆忙 地 对 涉 上 以 本 体 
论 的 所 有 阿 题 给 出 一 个 随 随 便便 的 答案 .否则 ,我 们 很 可 能 沙 入 
空想 的 误区 . 短 短 的 O9. UP AERE RG A grg a PE Py RU 
也 许 最 好 的 御 法 是 描述 -下 太美 数 的 本 休 论 问题 的 大 殖 轮 部 ， 
PAGER (134 F Xu £1 I BEIULA UL. ocn 81 E 4S Je E IET FR 
FRA EE iR IR IT e AS A HB Fl PCS] CIR) AN (e 5 D] RE 
itér— d maur. 

PEAR BS AC RE FR |S SERE XL, Te D iC PE BEER IECIT TT 
VR RTL ES, nil Pr PE Be ce LS, y de ML LOT PR LBS SE Eh 
TX PS TR i E 398 ex zn [B]. Pa sc WE (EOUUL 2 ECL fe EF ALIE RS 
SRA. AUR LAC AS VEA CE AS TTE XE DL RE DE, SR 
不 存在 思想 实体 , 则 数 也 不 存在 . 数 与 其 他 所 有 数 尝 真理 邦 只 是 
我 们 思想 中 的 事物 . 虹 真 的 是 这 样 .那么 它们 作为 思想 的 在 看 
物 , 跟 独 立 于 我 们 思想 的 任何 东 册 的 存在 性 都 毫 万 关系 .宇宙 中 
本 是 没有 数 " 的 ,人 类 给 人 这 个 没有 数 的 宇宙 强加 上 了 数 .这 种 疯 
点 在 数学 上 称 为 构造 主义 ,在 哲学 上 称 为 实在 论 , 它 强 调 了 我 们 靠 
智力 构造 了 数 它 有 有 ] 不 属于 非 人 的 宇宙. 

现 在 再 说 说 最 高 观点 : 数 足 思想 活动 的 对 象 .他们 不 是 思想 
自身 , 而 是 思想 活动 所 考虑 的 对 象 . 思 想 活动 的 所 有 对 象 (包括 
数 ) 与 其 个 个 人 的 思维 行为 无 关 . 这 些 思想 活动 的 对 象 在 头脑 之 
外 , 它 以 完美 的 方式 存在 着 ,更 性 安 化 的 宇宙 一 每. 因此 数 与 其 
他 思维 对 象 构成 一 个 由 真理 弓 成 的 理想 宇宙 ,这 些 直 理 是 对 普 
通 的 .变化 中 的 物质 世界 的 反 蜡 .事实 上 ,物质 的 手 宙 只 是 - d 
幻觉 .真实 存在 的 只 是 梳 念 的 世界 .这 种 最 尚 观点 称 为 吉 旨 理想 
主义 或 柏拉图 主义 . 
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关于 理 纺 主义 和 实在 论 , 我 们 只 给 出 了 简单 的 定义 ,并 不 打 
算 对 定居 的 台 理 性 作 详 细 的 前 述 .在 继续 往 前 探索 之 前 .我 们 要 
引入 几 个 术语 ,这 对 于 防止 我 们 误 入 歧途 是 很 和 有益 的 .我 们 沿用 
20 ittzE HK B E SEC AE SUB BE OE RE (Bertrand Russell) 的 
术语 : 
” 感觉 素材 : 我 们 周围 世界 输入 你 感觉 器 官 的 事物 ,诸如 
Be Pe .味道 .质地 等 等 
€ 感知 : 我 们 对 于 感觉 素材 的 意识 . 即 我 们 对 红 的 .和 硬 的 、 
玮 的 等 等 经 验 的 直接 的 认识 . 
dem E: 指 我 们 相依 它们 存在 于 物质 世界 中 的 假设 
的 对 象 ; 我 们 还 认为 它们 是 感觉 素材 的 起 因 ,一 个 苹果 
是 一 种 物质 对 象 ,我 们 推定 它 在 我 们 面前 ,因为 我 们 有 
了 对 一 种 特殊 的 图 的 , 红 的 和 硬 的 事物 的 感知 ， 
* Be: 概念 是 思想 活动 的 对 象 .概念 不 是 来 自 感 觉 素 
村 .我 们 也 不 能 感 如 它 .我 们 共 能 在 内 心 来 想 它 位. 
” ER, 是 对 概念 的 一 种 专门 的 认识 . 
f 共 相 : 存在 二 概念 世界 的 对 象 ,我 们 假定 它们 是 我 们 思 
想 中 的 特殊 概念 的 起 因 . 共 相 和 外 括 数 .诸如 交 这 样 的 数 
学 关系 ,可 能 还 衣 其 他 诸如 道德 .自由 .新 鲜 . 喷 益 等 等 
非 专业 的 属性 . 
我 们 在 图 52 中 展示 了 这 些 定义 的 关系 ,其 中 用 大 方 框 围 住 
的 部 分 代表 我 们 的 意识 .意识 内 部 包括 对 感觉 素材 的 直接 的 经 
验 性 感知 ,然后 假定 这 些 感觉 素材 蕴 洱 着 拭 外 的 物质 对 象 的 存 
在 .相应 地 ,我 们 具有 关于 各 种 概念 的 思想 .对 应 于 我 们 内 心 的 
概念 的 意识 框 的 外 面 , 存 不 存在 具 相 昵 ?” 当然 ,我 们 也 有 理由 
Tn] :是 否 存 在 对 应 于 我 们 内 心 的 感觉 素材 的 物质 对 象 呢 ” 和 哲学 
家 们 坚持 说 ,我 们 永远 在 能 确认 意识 框 计 面 的 东西 是 什么 ,因为 
所 有 我 们 经 验 到 的 东西 感觉 素材 及 起 想 都 是 在 框 的 内 部 发 
生 的 . 正 是 由 于 这 个 原因 ,我 们 用 粗 的 黑 线 将 共 相 的 世界 及 物质 
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物质 世界 | 共 相 世界 
树 % 
星星 感知 ' 
(Hwee) | 几何 形状 
石头 um | 关系 
其 他 人 mes WERE 
汽车 
原子 =m i Lit 
感 的 
sem i 


52 意识 的 象征 性 表示 . 


世界 都 跟 我 们 的 意识 忆 上 举 分 开 . 我 们 用 虚线 将 感觉 碌 材 与 思想 
分 开 , 表 示 我 们 还 不 能 确认 两 者 之 间 的 精确 差别 .对 外 部 世界 的 
两 大 部 分 也 一 样 .它们 真 的 能 够 被 区 分 开 吗 ”如果 是 ,又 是 怎样 
区 分 的 呢 ? 图 52 只 给 出 了 一 个 简单 的 框架 ,因而 留 下 了 许多 尚 
无 答案 的 问题 . 倒 如 记忆 属于 思想 范畴 还 是 属于 内 部 感觉 素材 ? 
感情 又 是 什么 ? 

我 们 大 老 数 人 的 世界 观 属 于 朴素 的 实在 论 . 这 种 观点 认为， 
宇宙 中 的 物质 世界 跟 我 们 感知 到 的 一 模 一 样 .我 通过 后 密 看 到 
徐 外 的 树 真 的 很 高 , 像 个 癌 柱 体 ,有 褐色 的 树 皮 和 和 绿色 的 叶子 . 
然而 , 当 我 们 和 他 细 地 考察 朴素 的 实在 论 时 ,问题 催 迎 面 而 来 ,最 
给 我 们 会 得 出 结论 说 , 牺 质 世界 并 不 跟 我 们 察觉 到 的 一 模 一 样 ， 
18 世纪 的 哲学 家 贝克 莱 大 主教 (Bishop Berkeley, 1685—1753) 
作出 过 一 种 经 典 的 解释 .他 在 其 作品 《 海 拉 斯 (Hylas) 55 JE PET 
斯 (Philonous) 的 三 次 对 话 》 中 详细 解释 了 了 这样 的 观念 :我 们 通常 
归于 物质 对 象 的 属性 实际 是 大 类 感觉 器 官 的 属性 . 据 此 ,贝克 某 
得 出 结论 :世界 从 本 质 上 说 本 是 牺 质 的 ,而 是 精 神 的 

德国 的 理想 主义 者 仇 曼 纽 尔 : 康 德 (Immanuel Kant) 提出 -一 
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贷 术 语 以 描述 感觉 索 材 与 产生 它们 的 对 象 之 间 的 差价. 他称 感 
觉 素材 为 现象 ,而 称 产 生 它 们 的 对 象 为 本 体 {noumena) .他 断言 ， 
再 为 我 们 真正 能 了 和 解 的 只 是 现象 ,所 以 对 我 们 来 说 .本体 永远 是 
THR. 

按照 最 严格 的 构造 主义 观点 ,我们 会 说 图 52 中 框 外 的 等 样 
东西 都 是 物质 对 象 . 当 一 个 人 抱 的 时 候 , 这 个 框 子 也 就 破碎 了 ， 
留 下 的 是 恒星 .行星 和 右 头 的 此 界 . 简 言 之 ,这 就 是 唯物 主义 . 按 
照 占 典 理 权 主义 或 柏拉图 主义 的 说 法 ,在 意识 框架 外 的 每 样 东 
西 都 是 -种 共 相 ,这 些 共 相 即 生成 了 我 们 域 知 的 感觉 素材 ,又 生 
成 了 我 们 思想 中 的 概念 . 

无 论 你 接受 哪 种 世界 观 者 会 引出 哲学 上 的 困难 .所 以 我 们 
可 以 选择 一 条 中 间 路 线 , 既 闪 认 物质 对 象 的 存在 也 承认 共 相 的 
存在 ,这 种 观点 被 称 为 二 把 论 .虽然 这 种 策略 并 不 能 解决 哲学 上 
的 困难 ,不 过 大 多 数 人 会 觉得 采取 这 种 中 间 路 线 比 较 舒 服 .天 多 
BARBRA RS EY THANE CE Re 另 一 方 
T, ROAR ER TR ALE RET FER XUL PR Te SOR AAP AR. BR, ot 
我 们 来 说 , 既 接 受 物质 世界 同时 也 相信 由 共 相 组 成 的 第 二 个 世 
漠 才 是 稳 受 调 又 舒服 的 办 法 .我 们 常 将 这 种 共 相 的 世界 想像 成 
是 一 个 精神 干 国 , 它 不 仅 包 括 共 相 ,还 包括 精神 实体 ,如 死者 的 
FRE EF LX. 

然而 .上述 观 点 可 能 引 来 更 加 复杂 的 问题 .请 看 图 53. 我 们 
企 这 里 展现 了 框 内 与 框 外 之 间 的 --- 类 过 滤 作 用 , 它 皮 瞎 了 这 样 
-种 想法 : 址 界 的 概念 化 (包括 共 相 世界 和 物质 对 象 的 世界 ) 依 
昼 于 大 类 和 白 身 的 构造 .这 就 是 说 ,我 们 之 所 以 能 以 我 们 的 方式 去 
看 去 想 , 皆 起 因 于 我 们 的 构成 方式 (或 是 物质 的 或 是 理想 化 的 存 
在 .此 即 所谓 的 自我 中 心态 (egocentric predicament) .在 生物 学 
意义 上 我 们 这 样 来 理解 白 我 中 心态 :我 们 的 大 脑 及 其 亿 万 个 联 
络 神经 的 特 吻 结构 ,决定 了 我 们 如 何 去 认 知客 观 实 体 . 难 道 我 们 
有 天 大 的 意识 结构 就 决定 了 我 们 了解 事 物 的 方式 吗 ? 我 们 是 否 
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物质 世界 ! 共 相 世界 


树 
感知 几何 形状 . 
zæ (BRA) om 
石头 eshte ir 的 E TT 
其 他 人 加 的 eu. 逻辑 关系 
汽车 硬 的 nm 
原子 HN 


如 的 


Æ 5 ”过滤 的 意识 的 符号 表示 . 


相信 物质 对 象 以 某 种 特别 的 方式 存在 ,主要 是 因为 我 们 具有 这 
种 结构 ? 数 之 所 以 成 为 我 们 患 想 活 动 的 对 象 也 起 因 于 同样 的 结 
qj ng 

如 果 我 们 在 讨论 数 的 本 体 论 问题 时 持 保 守 的 态度 ,我 们 可 
以 采纳 这 样 一 种 观点 , 即 我 们 只 确信 感觉 素材 与 内 心思 想 中 的 
概念 的 存在 ,因为 我 们 只 能 直接 感知 这 些 东 此 .没有 人 会 说 自己 
看 见 了 绿 , 因 为 事实 上 只 是 感受 到 了 绿 . 绿 是 一 种 感觉 素材 .所 
有 意识 之 外 的 东西 (假定 我 们 所 谈 的 内 部 与 外 部 有 意义 的 话 ) 仪 
仪 是 第 二 类 存 往 ;一 种 依赖 于 我 们 的 直接 感知 的 存在 .这 并 不 是 
说 我 们 的 直接 感知 { 感 觉 素 材 和 和 思想) 引发 了 这 些 外 部 对 象 的 存 
在 ,而 是 说 我 们 可 以 从 感觉 素材 和 思想 推断 出 有 关外 部 对 象 的 
知识 . 

252) IBZ. ATT RBA es ee Opi dt4B 
的 经 上 典 代 表 )? SET AA fer ot S BOXE HS Rs A RHE 
信 了 ,我们 才 可 以 对 有 关 行 为 作出 判断 ,使 我 们 能 取得 成 功 . 如 
果 我 们 企图 不 去 理 皮 物质 对 象 ,那么 我 们 的 存活 能 力 会 减 绊 .如 
果 按 照 某 种 世界 观看 到 物质 宇宙 中 的 客观 实体 运转 良好 的 话 ， 
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这 种 世界 观 会 增强 我 们 的 存活 能 力 . 

数 的 情形 又 是 怎样 的 呢 ? 有 什么 理由 能 让 我 们 相信 数 存 在 
于 我 们 个 人 的 意识 之 外 呢 ? 现在 我 们 将 再 一 次 回 到 我 们 讨论 的 
基本 问题 上 来 . 


历史 的 进程 


要 晨 大 类 自从 有 了 足够 聪明 的 大 脑 以 来 就 一 直 在 思考 这 类 
问题 , 那 该 是 够 贸 送 的 .我 们 可 以 设想 在 几 万 年 前 ,一 些 人 坐 在 
树 蝴 下 争论 眼前 这 棵 树 是 否 真 实 存 在 .不 过 ,有 关 这 类 哲学 讨论 
的 最 时 的 证 据 是 古 希 腊 大 提供 的 ,他 们 很 有 远见 ,将 他 们 的 忠 想 
记录 下 来 ,这 样 我 们 地 了 解 了 他 们 的 观点 .我 们 已 经 看 到 , 毕 达 
谓 拉 斯 学 派 相信 物质 对 象 是 直接 由 熬 构 造 出 来 的 .内 此 ,在 他 们 
看 来 ,意识 之 外 的 物质 对 繁 其 有 一 种 基于 物质 的 数 的 极 微小 的 
结构 .这 意味 着 数 不 仅 占 领 着 精神 的 共 相 世界 ,而 及 占领 着 物质 
世界 . 牢 拉 图 入 信人 在 着 理念 世界 , 它 里 面 有 完美 的 且 永 存 的 共 
相 ,在 与 空间 适当 地 交融 后 便 给 了 我 们 这 个 物质 世界 . 

从 相 拉 留 时 代 以 来 .哲学 家 们 总 是 结合 成 不 同 的 阵营 :有 一 
些 倾 癌 于 实在 论 , 另 一 些 主张 理想 主义 . 无 论 在 西方 文化 还 是 在 
东方 文化 中 ,宗教 一 般 者 支持 钟情 于 理想 主义 的 一 派 .中 世纪 黑 
暗 时 代 的 基督 教 神学 家 们 ,将 凰 拉 图 与 亚 里 士 多 德 的 观点 结合 
RR ,不 仅 宣 称 上 帝 创 造 了 物质 世界 ,并 且 鼓 吹 上 帝 的 无 穷 智慧 
通过 不 断 的 思考 保持 着 所 有 共 相 的 存在 .因此 ,即使 所 有 的 人 都 
死 了 了, 圆 的 概念 也 不 会 消失 ,因为 关于 同 的 共和 相 保 留 在 上 帝 的 心 
"rh. 

其 至 进入 了 20 世纪 后 ,我 们 还 能 看 到 这 种 全 能 上 帝 的 概念 
和 和 共 相 的 概念 之 间 的 密切 关系 . 康 托 尔 证 明 , 不 存在 最 大 的 超 限 
数 .所 有 的 超 限 数 都 小 于 .上 帝 所 具有 的 无 限 和 不 可 描述 的 性 质 . 
上 帝 是 绝对 的 无 限 ,在 上 帝 与 有 限 世 界 之 间 存 在 着 超 限 数 这 种 
较 小 的 无 限 .大 多 数 19 世纪 的 与 20 世纪 早期 的 数学 家 都 是 理 
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起 主义 者 ,他 们 相信 数学 对 象 (包括 数 ) 具 有 客观 性 .现在 的 情形 
Be? 数学 家 们 如 何 看 待 处 于 数学 中 心地 位 的 数 的 呢 ? 

如 果 我 们 拉 住 街 上 一 位 平常 的 男人 或 玄 人 ,并 问 道 :” 数 是 
独立 于 大 类 而 存在 的 吗 ?" 我 们 大 概 会 得 到 省 定 的 管 案 . 如 果 我 
们 将 问题 改头换面 ,并 问 道 :图 的 直径 与 它 的 局 长 之 比 是 独立 
于 人 类 存在 的 吗 ” "我们 得 到 的 答案 就 会 参 老 不 齐 .如果 我 们 向 
纯粹 数学 家 提出 这 两 个 问题 ,大 多数 人 将 回答 "是 的 ,它们 作为 
真理 先 于 人 类 存在 ,或 者 说 它们 的 存在 是 独立 于 人 类 的 ". 由 此 
看 来 , 街 上 的 普通 男人 和 女人 更 秆 向 于 唯物 主义 ;而 数学 家 , 特 
别 是 纯粹 数学 家 却 烦 向 于 理 棚 主义 .这 是 为 什么 ? 


我 们 所 说 的 存在 的 含义 是 什么 ? 


如 果 我 们 希望 弄 明 白 数 是 查 存 在 ,那么 就 要 复习 一 下 存在 
这 一 性 质 到 底 指 的 是 什么 . 当 我 们 说 某 物 存在 时 ,我 们 的 确切 意 
BATA? 我们 来 考虑 物质 对 象 .我 们 为 什么 相信 物质 对 象 存 
在 于 我 们 的 意识 之 外 ? 首先 ,我 们 的 感觉 素材 具有 一 贯 性 .无 论 
何 时 当 我 走 进 我 的 起 居室 ,那儿 总 有 一 只 沙发 .如 果 我 转身 背 对 
它 , 然 后 再 转 回 身 一 一 它 还 在 那儿 .这 种 经 验 是 一 致 的 .如 果 这 
个 沙发 基 一 时 刻 在 这 此 ,下 一 时 刻 当 我 们 再 向 同一 位 置 观看 时 ， 
七 已 消失 .我 就 会 开始 怀疑 这 个 沙发 是 否 丰 的 存在 过 .这 种 看 法 
对 世界 上 任何 物质 对 象 都 适用 .我 们 知道 它们 在 那儿 .如 果 它们 
消 秋 了 ,我 们 期 户 得 到 合乎 道理 的 解释 .它们 并 不 是 偶然 出 现 多 
随便 销 失 在 我 们 的 世界 中 的 .因此 物质 对 象 是 有 前 后 一 侦 的 感 
党 素材 所 描绘 的 . 

54] 数学 对 象 是 否 具有 同一 品质 昵 ” 数学 对 象 不 占有 专用 的 位 
置 和 时 间 , 所 以 我 们 并 不 奢望 能 在 我 们 的 感觉 素材 中 找到 它 { 蔚 
然 特殊 的 感觉 素材 可 以 使 大 想起 某 种 共 相 ) .可 是 ,数学 对 象 确 
实 具 有 一 贯 性 .自然 数 总 是 整 齐 地 按 序 排列 ,它们 之 间 的 各 种 闫 
系 总 是 固定 不 变 的 .~ 个 圆 的 周 长 与 宜 径 之 比 是 一 个 不 变 的 常 
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数 ( 这 就 是 说 不 存在 一 个 可 以 改变 s 并 改变 我 们 对 的 记忆 的 
恶 史 ) .内 此 ,正如 物质 对 象 的 感觉 素材 一 样 ,数学 真理 确实 呈现 
出 一 致 性 ， 

存在 的 第 二 个 性 质 是 独立 性 .物质 世界 中 的 对 象 不 会 由 于 
我 们 想 着 它 , 它 就 出 现 . 下 亩 是 一 段 我 们 在 未 知 领域 探险 的 戏剧 
性 描写 :我 们 沿 着 森林 中 的 一 条 小 径 散 步 ,为 眼前 的 一 切 兴奋 不 
已 并 等 竺 着 下 一 个 揭 角 处 的 景色 给 我 们 以 更 大 的 惊喜 . 其实 ,我 
们 并 不 知道 什么 样 的 景色 在 等 待 着 我 们 . 因为 这 些 景色 从 未 在 
我 们 的 眼前 存在 过 .因此 ,我 们 是 被 引 和 启 了 这 样 一 种 信念 :即使 
我 们 没有 走 到 下 一 个 拐角 处 ,那些 视力 所 不 及 的 景色 仍旧 是 存 
在 的 . 

奇怪 的 是 ,数学 中 也 有 同样 意义 下 的 发 现 . 正 是 这 种 耳 古 不 
变 的 发 现 的 经 验 ,使 很 多 数学 家 相依: 他 们 所 追寻 的 数学 真理 在 
被 发 现 之 前 就 存在 了 ,而且 将 继续 存在 下 去 .例如 ,如 果 x 是 我 
们 思维 的 发 明 物 ,那么 我 为 什么 不 知道 它 的 小 数 展开 的 第 一 百 
FBP WE? 为 了 知道 这 一 位 数 是 什么 ,必须 做 大 量 的 数学 运 
算 去 "发现 " 它 . 当然 ,构造 主义 者 会 说 ,在 人 们 算出 = 的 小 数 展 
开 的 第 一 百 万 位 数字 之 前 , 它 是 不 存在 的 ;这 一 时 刻 到 来 之 前 它 
只 是 一 个 潜在 的 数字 . 

毕 达 哥 拉 斯 的 那 名 倍 徒 发 现 正 方形 对 角 线 与 边 是 不 可 公 度 
的 ,这 也 属于 局 一 种 类 的 发 现 . 这 不 是 他 (或 她 ) 定 广 出 来 的 概 
念 ,而 是 他 (或 她 ) 发 现 它 们 具有 这 样 的 性 质 . 即 使 数学 家 们 想 要 
批判 数学 是 客观 存在 的 这 种 主张 ,他 们 也 无 法 摄 脱 心理 上 的 自 
责 . 因 为 他 们 总 觉得 自己 是 在 发 现 而 不 是 在 摘 发 明 创造 .有 一 点 
倒是 真 的 ,纯粹 数学 家 们 在 创造 新 的 数学 体系 :他 们 发 明 一 些 公 
理 , 然 后 去 发 现 蕴涵 在 公理 之 中 的 定理 . 

有 没有 能 跟 * 被 发 现 的 "数学 世界 形成 鲜明 对 照 的 纯粹 发 明 
的 例子 呢 ? 看 看 我 们 的 英语 , 它 就 是 纯粹 的 人 类 发 明 . 我 们 将 字 
监视 为 各 种 定 尽 的 汇集 啊 不 是 讲述 真理 的 书 .如 果 我 们 突然 冰 
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见 从 银河 系 中 心 来 访 的 高 智商 生物 ,要 是 它 操 着 一 口 英 语 ., 我 们 


将 会 十 分 震 恢 .英语 是 我 们 发 明 的 ,我 们 很 难 相信 任何 别处 的 人 
能 够 独立 地 发 明 跟 英语 一 模 一 样 的 语言 . 

数学 的 情况 就 不 一 样 了 .如 果 其 他 高 智商 的 生物 没有 数 的 
BS. BAN AR A? 我 们 不 是 相信 和 数 具有 如 此 的 普遍 性 ,所 
有 高 智商 生物 都 应 该 知 亲 的 吗 ? 在 很 多 科幻 作品 中 ,人 们 都 假 
设 跟 外 星人 交流 的 最 完美 方法 是 利用 数学 这 种 “万 能 "的 语言 . 
要 是 果然 如 此 ,那么 数学 真理 就 不 会 仅仅 依赖 于 人 类 的 发 明了 . 

然 府 ,这 并 不 能 下 断 诸 说 理想 主义 比较 符合 实情 .事实 上 ， 
我 们 从 未 通 见 从 别 的 星球 来 的 生命 .要 是 真 的 遇 到 过 ,我们 很 可 
能 惊奇 地 发 现 他 们 并 没有 任何 可 与 数学 相 比 照 的 技艺 .或 者 说 ， 
也 许 只 有 了 能够 创造 一 种 与 我 们 的 数 党 类似 的 学 问 的 生物 .才能 
使 他 们 的 科学 发 展 壮大 ,达到 足以 做 太空 旅行 来 访问 我 们 的 地 
步 -我 们 曾 谈 起 鲸鱼 和 海豚 的 巨大 的 大 脑 . 蓝 鲸 的 大 脑 有 15 磅 
重 , 他 们 会 不 会 数 出 游 过 面前 的 鱼 几 的 条 数 ? 也 许 这 些 海洋 生 
物 有 一 种 很 复杂 的 和 高 智能 的 文化 ,但 缺乏 对 数学 对 象 进 行 概 
念 化 抽象 的 能 力 .我 们 可 以 认为 数学 真理 是 放 之 四 海 而 丝 准 的 
共 相 ,因此 所 有 有 足够 答 力 的 生物 都 可 以 发 现 它 ;然而 在 现实 
中 ,数学 真理 只 是 人 人 类 的 心智 如 何 运 作 的 一 种 反映 . 

我 们 所 谓 的 存在 的 第 三 个 性 质 涉 及 感觉 率 材 的 品质 .我 们 
知道 感觉 素材 不 等 于 思想 事物 .我 看 到 的 绿 ,县 有 我 思想 中 的 绿 
所 缺乏 的 丰富 的 定性 的 信息 ,感觉 素材 确实 具有 思想 事物 所 没 
有 的 某 种 效力 . 仅 人 共 这 个 事实 我 们 就 可 以 推断 :感觉 素材 普 后 的 
对 象 是 真实 存在 的 ,而 我 们 的 思想 事物 背后 的 对 象 并 不 存在 . 然 
而 这 还 不 是 反对 理想 主义 的 决定 性 的 例证 .我 们 的 数学 思想 含 
有 感觉 素材 所 不 具备 的 精确 性 ,我 头脑 中 的 贺 的 概念 {有 欧 氏 空间 
中 所 有 距 一 个 点 为 等 眶 离 的 点 的 轨迹 ) 是 那样 的 完美 和 精确 , 没 
有 一 种 感觉 素材 可 以 达到 这 种 境界 . 当 我 想到 圆 的 时 候 , 我 就 能 
在 心中 看 到 一 个 圆 形 的 点 集 , 但 这 种 反应 只 是 一 种 辅助 手段 . 它 
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TTR So H3 RK P 002 A RHA Fe — Bp 2E ABL, dm 5 
时 间 和 地 点 限制 的 . 

有 一 个 有 趣 的 问题 : 当 我 们 不 在 想 圆 的 时 候 ,我 们 关于 贰 的 
思想 到 哪儿 去 了 ? 当 我 们 背 对 水 发 时 ,关于 沙发 的 感觉 素材 没 
有 了 ,但 我 们 相信 和 这 个 物质 的 沙发 继续 存在 着 ,并 随时 准备 当 我 
们 面向 它 时 提供 更 多 的 感觉 素材 . 当 我 们 不 在 想 贺 的 时 修 , 夺 的 
概念 到 哪儿 去 了 ? 是 不 是 每 次 都 要 去 重新 发 明 或 重新 发 现 它 ， 
并 进入 我 们 的 意识 ? 我 们 假设 同 的 概念 峙 存在 我 们 的 记忆 中 ， 
需要 时 可 以 随时 召 吃 它 . 如 果 圆 的 概念 赃 存 在 记忆 中 ,那么 在 我 
们 的 大 脑 中 一 定 会 有 一 组 专门 的 神经 元 用 来 寄存 这 个 概念 , 当 
这 些 神 经 元 爱 激 发 处 于 兴奋 状态 时 , 贺 的 概念 就 进入 我 们 的 意 
识 中 了 .因此 ,加 的 概念 症 物 质 人 世界 中 有 一 种 生物 的 相似 体 .这 
种 相似 体 必 定 是 精确 的 : 当 我 们 想到 * 圆 ”我们 不 是 在 想像 近似 
于 贺 的 一 种 圆 形 的 东西 ,而 是 从 记忆 中 想到 了 准确 的 圆 . 实 际 上 
我 们 有 关于 圆 的 精确 的 概念 {或 定义 } 存 在 于 记忆 中 .如 果 我 们 
的 圆 的 概念 在 物质 世界 中 有 一 个 准确 的 生物 类 做 物 , 那 么 所 有 
的 概念 都 应 流 在 物质 记 界 中 有 它们 的 准确 的 类 似 物 . 

罗素 在 他 的 一 本 各 为 《哲学 问题 》(The Problems of Philoso- 
Phy) 的 薄 薄 的 书 中 提出 了 一 种 现代 的 二 元 论 .为 了 建立 他 的 理 — 
论 , 罗 过 首先 描述 了 共 相 的 存在 ,并 把 它们 说 成 是 各 种 关系 ; 物 
质 对 象 之 间 的 关系 ,或 是 其 他 共 相 之 间 的 美 系 . 然 后 他 说 , 接 下 
去 的 问题 就 是 确定 这 些 关 系 是 否 独立 于 人 类 的 心智 而 存在 一 一 
这 正 是 使 我 们 处 于 进退 两 难 境地 的 问题 .他 肯定 地 说 ,它们 事实 
上 就 是 独立 存在 的 . 


我 们 可 以 假设 ,对 于 爱 丁 航 位 于 伦敦 北面 这 一 事实 , 事 
先 关 不 需要 假定 存在 任何 相应 的 思想 事物 .但 是 ,这 一 
事实 涉及 到 "在 …… 北 面 " 这 一 关系 , 它 是 一 种 共 相 ;所 
以 就 整个 事实 而 言 ,作为 它 的 组 成 部 分 的 “在 …… 北 

— 251 一 


$7] 


面 "这 一 关系 确实 涉及 思想 事物 ,因此 你 就 不 能 说 整个 
SEERA HARK. Ae Hee 北面 "这 一 关系 报 
本 不 同 于 (物质 对 和 象 ) 这 种 事物 . 它 既 不 占有 空间 也 不 
占有 时 间 , 既 非 物 质 又 非 精 神 ;不 过 , 它 总 是 某 种 囊 
45.9 


罗素 总 结 说 , 轩 为 宇宙 中 充满 了 各 种 种 物 ,这 些 事物 和 被 此 之 
占有 一 定 的 关系 .这 些 关 系 本 身 并 不 是 物质 对 象 ,也 不 是 人 类 头 
脑 中 的 “思想” ,因此 有 一 种 与 两 者 多 少 都 有 点 不 同 的 独立 的 事 
物 存 在 .它们 存在 于 共 相 组 成 的 世界 中 .不 过 罗素 推出 这 个 结论 
的 速度 太 快 了 ,他 的 论证 缺乏 严谨 性 ,不 能 令 人 人 迟 服 .在 他 谈论 
伦 就 -爱丁堡 的 例子 时 ,有 一 个 问题 被 他 和 扰 略 了 :此 例 中 的 "在 
titer 之 北 "这 种 关系 是 有 赖 于 某 种 智力 或 精神 活动 的 ,这 种 精神 
活动 足 指 对 伦敦 和 爱丁堡 作为 物质 上 不 同 的 事物 所 作 的 定 广 . 
一 旦 有 了 这 样 的 定义 ,我 们 才能 使 用 “在 …… 之 北 " 这 样 的 关系 . 
此 时 的 关键 在 于 要 相信 宇宙 是 由 不 同 的 .离散 的 事物 组 成 的 .而 
事实 上 ,我 们 的 宇宙 完全 可 能 是 -个 连续 的 流 形 , 只 有 靠 智 力 才 
能 将 这 种 连续 体 加 以 区 分 ,分 成 不 同 的 对 象 .因此 ,我 们 所 论 的 
关系 旦 依赖 于 这 种 区 分 是 如 何 发 生 的 , 它 存在 于 这 种 行为 之 后 
而 非 之 前 . 

AE È (Jerry King) 是 一 名 现代 的 构造 论 者 .他 写 了 本 
很 棒 的 书 :《 数 学 的 艺术 》(CThe Art of Mathematics) ,他 在 书 中 
说 ; 


数学 家 们 是 做 数学 的 .他们 在 做 数学 时 研究 那些 他 们 

已 经 创造 出 来 的 对 人 象 .这 些 对 但 是 抽象 化 鸭 而 且 只 

在 于 数学 家 的 想像 之 中 .他 们 自己 的 创造 物 给 了 他 们 

勇气 和 力量 ,数学 家 就 具有 这 种 特征 .数学 家 利用 还 辑 

规律 和 数学 法 则 从 那些 被 选 定 的 性 质 出 发 推导 出 其 他 
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但 杰 里 : 金 并 不 组 完全 抛弃 理想 主义 者 的 立场 ,因为 他 还 在 
通 癌 理 起 主 浆 之 [1 上 开户 了 一 条 钾 障 .他 谈 到 一 个 奇怪 的 项 象 ， 
即 数学 曙 然 在 数学 家 的 头脑 中 产生 , 却 极 其 有 效 地 模拟 了 物质 
TR. 


FR te A E HI SE BESE I E CE E sb | ER do BOY 
数学 结构 能 得 到 反 蓝 的 应 用 .例如 歼 量 几何 , 它 就 如 人 
们 熟知 欧 欧 几 里 得 几何 一 样 ,是 从 一 组 公理 按 数 学 的 
严格 推理 建立 起 来 的 .5) 


此 外 , 杰 里 . 金 还 提出 了 一 种 想法 , 即 存在 - -类 神秘 的 法 则 
使 却 些 优美 的 数学 形式 上 其 有 最 普遍 的 效用 ， 


咖 且 ,似乎 存在 着 一 种 更 高 的 神秘 的 美学 法 则 , 它 告 诉 
我 数学 思想 的 优美 程度 和 它 的 正确 性 及 重要 性 之 间 有 
着 必然 的 联系 .或 者 如 哈代 fHardy) 所 说 ,在 (数学 }? 杰 
想 的 美和 它 的 严肃 性 之 间 有 着 有 机 的 联系 .外 


该 如 何 理 解 这 个 神秘 的 法 则 呢 ?” 我 们 无 法 讲 清 楚 ,因为 这 
一 法 则 将 池 着 一 种 只 可 意 会 不 可 言传 的 真 诺 . 如 果 说 这 个 神秘 
的 美学 法 则 在 数学 思想 的 优美 与 它 的 正确 性 和 重要 性 之 问 建 立 
了 有 机 的 联系 ,那么 到 底 是 数学 家 发 明了 这 个 法 则 还 是 它 本 来 
就 存在 普 呢 ? 这 么 问 ,好 像 我 们 正在 讨论 一 种 对 象 之 间 的 关系 ， 
听 起 来 ,这 种 关系 的 存在 还 是 与 人 类 无 关 的 ， 

我 们 将 尝试 着 来 叙述 构造 主义 阁 的 观点 ,并 希望 能 给 以 怡 
如 其 分 的 评价 . 宇 家 是 -… 个 连续 的 流 形 ,没有 预先 规定 好 它 分 成 
多 少 部 分 ,在 某 种 意义 下 它 基 无 锋 的 . 当 我 们 作为 智能 生物 在 字 
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种 智能 牛 物 可 能 使 用 不 同 的 方法 来 区 分 宇宙 ,这 时 就 会 出 现 不 
同 的 关系 ,从 而 有 不 间 的 共 相 ,所 以 说 , 共 相 只 存在 于 确定 它们 
的 等 能 生物 的 头脑 中 . 

以 上 面 这 段 话 看 来 ,构造 主义 者 的 观点 要 有 道理 .为 什么 它 
没 能 使 我 完全 信服 呢 ? 也 许 你 和信, 但 我 觉得 还 是 在 毫 无 确定 性 
可 言 的 海洋 中 游荡 .如果 我 们 假定 任何 一 种 智能 生物 为 了 获得 
关于 宇宙 的 知识 ,必须 首先 将 宇宙 流 形 区 分 成 一 个 个 不 阿 的 事 
物 ( 面 不 是 将 宇宙 视 为 一 个 有 机 的 统一 整体 一 一 多 么 美妙 的 一 
fp ER] ER) ,那么 我 们 就 得 承认 区 分 本 身 应 该 包括 如 和 何 去 认识 那些 
离散 的 对 每 .假定 这 些 被 区 分 的 对 象 是 我 们 人 类 所 特有 的 ,我 们 
当然 可 以 将 它们 归 类 成 各 种 汇集 或 集合 .一旦 有 了 集合 ,我 们 就 
可 以 来 问 集 合 的 大 小 于 是 出 现 了 数 ! 我 们 所 谈论 的 对 象 到 
底 是 件 么 并 不 要 紧 , 要 紧 的 是 我 们 已 经 把 宇宙 分 成 了 这 些 离散 
的 对 每 .因此 ,如 果 在 男 一 个 银河 系 生 活着 另 一 类 智能 生物 ,他 
们 可 能 以 完全 不 同 的 方式 来 区 分 他 们 那个 世界 ;只 要 有 区 分 ,就 
会 有 集合 和 数 , 不 管 他 们 是 如 何 称呼 它们 的 .由 此 看 来 ,我 们 似 
乎 不 可 能 避 开 集合 和 数 这 些 基本 的 概念 .在 讨论 由 离散 对 象 组 
成 的 宇宙 时 .这 些 基 本 概念 似乎 是 作为 宇 密 中 的 基本 法 则 而 存 
在 的 ,这 就 是 我 不 能 完全 信服 构造 主义 观点 的 理由 .然而 ,其 对 
立 面 经 典 理想 主义 也 令 我 感到 不 舒服 .也 许 最 安全 的 路 是 
二 元 论 同时 接受 物质 宇宙 与 共 相 世界 . 

TRAIT (WH. Werkmeister) Er EREHE 2E 2 HE 
HRT REF HET PARRARMLA : 


FBR AS IUR, RNR A PS Ph E 
SSH. 色彩 多 样 、 深 浅 不 同 的 景象 ,以 及 由 此 联想 到 
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人 象 区 分 开 来 ,被 区 分 出 来 的 对 莹 是 自我 认同 的 “ 某 种 东 
西 " ,在 此 意 浆 下 , 它 是 "一 ”.7 


xTutfb DES 


至 此 ,我们 还 是 没有 回答 最 初 提出 的 问题 : 数 是 否 独立 于 人 
AME? 我 真 觉得 很 难 回答 它 .我 们 至 多 能 说 .我 们 一 直 在 试 
图 以 更 有 意义 的 方式 来 谈论 这 个 问题 .有 时 ,从 进化 的 角度 来 看 
待 一 个 问题 是 有 益 的 .数学 是 怎样 成 为 我 们 的 文化 的 一 个 组 成 
部 分 的 ? 这 对 理解 数 的 本 体 论 问题 又 有 什么 意义 ? 

人 类 在 搬运 东西 时 ,会 注意 到 对 象 的 汇集 具有 一 种 与 其 中 
的 对 象 无 的 性 质 一 一 这 就 是 汇集 有 多 太 的 性 质 ,数学 即 由 此 
开始 .于 是 , 数 就 诞生 (或 被 发 现 ) 了 .最 初 , 数 用 于 描述 有 限 对 象 
的 汇集 .如 一 “ 双 " 手 套 , 一 "对 " 牛 等 等 .数学 的 成 长 依赖 于 抽 蒙 
化 的 过 程 , 当 数学 变 得 更 抽象 时 ,也 就 更 具 普 这 性 可以 应 用 
于 更 煞 的 不 同 的 汇集 .这 种 抽象 贯穿 于 我 们 进化 的 整个 历史 中 ， 
除了 抽象 之 外 , 数 的 范围 也 在 扩展 .最 先 只 讨论 有 限 汇集 和 有 限 
的 数 的 序列 ,后 来 ,我 们 领会 到 自然 数 是 无 限 的 一 这 个 概念 是 
无 法 由 感觉 素材 得 到 的 (因而 受到 了 长 达 数 千年 之 久 的 激烈 反 
Xt). 

然而 , 数 的 扩展 还 在 继续 . 数 的 家 族 中 又 出 现 了 分 数 ,而 后 
有 了 负数 -无理 数 和 超越 数 也 加 入 了 这 个 家 庭 . 然 后 又 出 现 了 复 
数 、 超 复数 ,以 及 超 限 数 .这 种 抽象 化 及 扩展 的 双重 过 程 标志 着 
数学 概念 的 进步 .我 们 能 说 我 们 已 经 还 到 终点 了 吗 ? 当然 ,每 一 
代 人 中 总 有 人 坚持 说 这 个 过 程 已 经 完结 了 . 谁 能 想像 到 下 一 步 
会 往 何 处 去 昵 ? 因为 我 们 仅仅 是 站 在 知识 与 文化 发 展 的 某 一 个 
台阶 上 ,所 以 我 们 应 当 盘 定 我 们 的 数学 以 及 数 的 概念 还 是 不 完 
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全 的 .对 于 数 的 这 一 看 法 将 会 推动 我 们 进入 一 个 个 新 的 未 知 领 
域 . 

人 类 本 性 的 更 多 的 展现 可 能 会 使 我 们 对 于 数 的 本 体 论 这 一 
礁 题 提出 完全 不 回 的 解 管 .让 我 人 假定 , 数 的 概念 在 菜 种 程度 上 
是 我 们 作为 人 类 所 作出 的 一 种 反映 , 邯 它 与 我 们 独特 的 生物 学 
构造 有 关 . 于 是 问题 变 成 了 数 的 概念 中 有 多少 是 纯 人 为 的 ,你 有 

o HA Host? 对 于 集合 也 存在 类 似 的 问题 .最 初 我 们 假定 
宇宙 必须 遵循 欧 几 里 得 的 规则 .后 来 ,我 们 发 现 了 非 欧 几 里 得 拖 
何 学 ,究竟 宇宙 是 于 循 欧 氏 几何 还 是 遵循 某 一 种 非 欧 几何 呢 ? 
爱 内 斯 坦 在 他 的 广义 相对 论 中 采用 了 -种 非 欧 儿 何 .然而 物质 
宇 汕 遵循 的 几何 可 能 根本 不 是 我 们 所 发 现 的 任何 一 种 特定 的 几 
什 : 空 间 可 能 十 比 任何 特定 的 几何 更 一 般 的 流 形 ,这 和 样 - -来 ,我 
们 使 可 以 具体 地 来 选用 我 们 所 希望 的 几何 . 

类 伏地 ,有 关 宇 宙 的 真理 可 能 迁 比 数学 中 的 数 和 圆 更 具 普 
过 性 .如 果 我 们 到 了 由 其 他 高 智能 生物 组 成 的 另 --- 个 社会 ,我 们 
可 能 会 被 他 们 专用 的 数学 搞 得 稀里糊涂 .在 他 们 的 数学 和 我 们 
的 数学 的 背后 可能 存在 着 更 深刻 的 真理 一 一 一 类 提高 水 平 的 
“元 数学 ”我 所 谓 的 “元 数学 "并 不 是 通常 所 说 的 对 指导 数学 符 
共 应 用 的 法 则 的 逻辑 研究 , E 0 Ri RUE ERR] LE] PR XR OX 
BORE 2] . FRAT AS AE hE A RO BE AR hi ISK OC: 09 EE 
的 具体 实例 . 

我 人 一 直 在 芍 力 揭示 数 的 重要 地 位 ,所 用 的 许 罗 辑 分 本 的 
方法 ,使 用 这 种 方法 是 适宜 的 ,因为 数 是 思维 的 对 象 .然而 ,如 果 
我 们 从 漫长 的 历史 中 志 了 解 它 ,就 会 知道 那 是 一 种 危险 的 做 法 ， 
因为 物质 世界 并 不 总 是 按照 逻辑 推理 的 法 则 行事 的 .概念 是 以 
逻辑 的 方式 彼此 相关 的 ,而 各 种 由 概念 组 成 的 集合 可 能 是 相 签 
的 也 可 能 是 刹 盾 的 . 当 我 们 试图 用 风 辑 上 相 容 的 方法 讨论 物质 
宪 宙 的 方方面面 时 ,我 们 常常 会 被 引入 歧途 ,为 了 理解 为 什么 会 
出 现 这 种 情况 ,我 们 必须 记 住 ,我 们 关于 物质 世界 的 概念 构成 了 
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望 物质 世界 能 符合 这 些 结论 . 当 我 们 的 感觉 素材 与 这 些 还 辑 结 
论 不 同时 ,我 们 常常 丢弃 感觉 而 不 是 去 改进 我 们 的 模型 . 

马 站 是 德 和 芝 诺 相信 世界 是 永恒 不 变 的 , 按 他 们 的 迎 辑 , 运 
动 只 是 一 种 多 觉 . 所 有 处 于 运动 中 的 物质 对 象 的 感觉 素材 可 以 
忽略 不 计 . 在 -有 段 时 间 内 ,将 拓 界 想 或 是 平 的 这 种 看 法 也 被 认为 
是 合理 的 ,因为 我 们 有 关 现 实 忆 界 的 模型 能 使 我 们 逻辑 地 推导 
册 这 一 结论 :如 果 地 球 是 网 的 . 像 一 只 球 ,我 们 不 就 会 掉 进 茫茫 
的 虚空 中 了 吗 ? 相仿 只 有 十 个 天 体 存 在 的 信念 也 只 可 能 是 “还 
轴 4” 的 结论 : “十 "是 个 神圣 的 数字 ,所 有 的 天 体 都 已 计 入 其 内 .于 
^e , DDR Rs DUE AE PU AS AS E m E SELL a T 
傅 利 略 的 感觉 素材 必定 是 错 的 ,因为 存在 上 个 以 上 的 天 体 眼 上 
XB ATE S. 

妇 果 我 们 能 够 背 定 什么 事情 的 话 . 屠 就 是 宇宙 饮 不 是 按 我 
1 的 逻辑 推理 的 结论 行事 的 . 当 我 们 所 经 验 到 的 感觉 素材 与 我 
们 描绘 现实 的 模型 相 那 时 ,我 们 必须 重新 状 虐 我们 的 模型 .如 果 
于 帘 是 完全 合乎 理性 的 ,那么 圆周 与 自 径 的 比 大 概 应 是 3 一 一 
干净 ,清楚 又 精确 -一 一 禹 是 那个 3. 至 少 ,要 是 由 我 来 创造 宇宙 ， 
FOAM x 选 作 3. 但 我 很 高 兴 宇 窗 不 是 我 创造 的 .对 我 来 
说 ,去 发 现 真正 的 利 比 起 我 自己 想像 出 任何 数 都 更 激动 人 
BE Af 
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进入 2 世纪 


讲 过 乔治 ' 康 托 尔 在 19 世纪 末 做 的 有 关 址 限 数 的 .上 作 ,我 
们 有 美 数 的 发 展 的 正式 讨论 也 就 告 一 段落 了 . 康 托 尔 的 工作 代 
表 了 数 的 概念 的 最 后 一 次 扩张 ,不 过 故事 还 设 完 结 .除了 戴 德 金 
的 无 理 数 定义 和 康 托 尔 的 超 限 数 定 义 ,数学 在 19 世纪 还 有 其 他 
重大 的 进展 ;其 中 一 项 是 非 欧 几何 的 发 现 了 ,第 二 项 则 跟 本 书 的 
AAA Xx :试图 将 所 有 的 数学 竟 基 于 公理 之 上 . 

欧 玫 里 得 的 工作 是 这 方面 努 方 的 范本 : 欧 玫 里 得 由 一 组 公 
理 和 会 设 出 发 ,来 推导 古典 几何 中 的 所 有 定理 .数学 家 们 希望 ， 
他 们 能 找 出 一 组 公理, 并 由 此 逻辑 地 推导 出 关于 算 本 的 所 有 真 
理 . 要 是 这 一 希望 实现 了 ,加 之 数学 的 其 他 一 切 领域 都 能 从 算术 
中 推演 出 来 ,那么 整个 数学 大 厦 就 一 劳 永 旬 地 获得 了 一 个 坚实 
的 基础 .这 组 公理 必须 具备 两 个 性 质 : 它 们 必须 是 完全 的 , 即 它 
们 足以 导出 算术 的 其 他 所 有 相关 的 性 质 ; 它 们 又 必须 是 相 容 的 ， 
即 由 公理 导出 的 定理 绝 不 会 是 相互 子午 的 .要 是 会 导出 相互 季 


D 振 文 在 此 处 的 说 法 有 误 LIE CI --++ There were other great mathe- 


matical developments occurring during the last half of the twentieth century. 
One was the discovery of non-Euclidean geometrie, 777 3ü dà b 3 GE ux 
iE. 译注 
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盾 的 定理 , 那 淮 还 相信 数学 呢 ? 

在 1889 年 EE ACRI COE EAE SE DR - Hz UE IE C Giuseppe Peano) 
找 出 了 一 组 会 理 , 共 五 条 ,可 用 来 推导 出 算 林 的 所 有 定理 .这 些 
公理 简单 明了 : 

“一 "是 一 个 数 . 

Bax X — dE LA ox 的 后 继 者 也 是 一 个 数 ， 
.“ 一 "不 是 任何 数 的 后 继 者 ， 

. 着 两 个 数 具 有 相同 的 后 继 者 , 则 它们 相等 . 

5. E —HÓfli& GE d&"—" HS xac ped ax 
组 数 包 售 所 有 的 数 .1 

在 这 组 公理 中 , 皮 亚 诺 使 用 了 未 加 定义 的 数 的 概念 利 后 继 
者 的 概念 .但 是 很 显然 , 皮 亚 诺 在 他 的 公理 中 讲 的 数 是 自然 数 . 
他 从 这 组 简单 的 公理 和 第 一 个 自然 数 “ 一 "出 发 ,来 定义 所 有 的 
自然 数 , 由 此 就 有 可 能 导出 其 他 种 类 的 数 及 其 关系 .这 么 简单 的 
公理 居然 有 如 此 强大 的 功能 , 真 令 人 吃惊 . 它 既 不 合 温 也 不 香 
杂 , 而 是 把 自然 数 的 最 基本 的 概念 加 以 具体 化 :从 一" 开始, 然 
后 依次 到 太一 个 个 后 继 数 .第 二 条 公理 是 所 谓 的 归纳 法 公理 . 它 
的 意思 是 : 当 我 们 能 对 “一 ”及 随 之 而 来 的 每 个 后 继 少 证 明 某 个 
性 质 成 立 的 话 ,那么 该 性 质 对 所 有 的 自然 数 都 成 立 .注意 , 皮 亚 
诺 和 其 他 数学 家 在 叙述 和 使 用 这 些 公 理 时 都 变 用 符号 并 按照 严 
格 的 逻辑 法 则 来 表示 ,我 们 在 上 面 只 是 用 普通 的 语言 给 出 了 一 
种 等 价 的 说 法 . 

{AREY «BR ASE OR FB PS A T PR EE (Alfred North 
Whitehead , 1861— 1947) AE Jj 8E vr BF AY ZS Pom f 595 73 . fth 
们 在 合 著 的 《数学 原理 》(Principia Mathematica) 中 将 数学 的 公理 
化 跟 形 式 逻 辑 联系 在 一 起 .要 是 能 完全 实现 这 种 联系 ,那么 追根 
寻 源 ,所 有 的 数学 都 可 归结 为 逻辑 中 药 基 本 公理 .现在 的 问题 是 
数学 能 做 到 这 一 点 吗 ? 


Bw he 
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ANSE, SA aD Be SHE — bud SE T RSE AR BE RILREXE MESE X. 
PRES FILE, A, Zr IURI D. fiio 1599 EP ®t ER 
T ee eR Mf AEA Til, cee TRA KEES 
的 直观 概念 造成 的 ,而 集合 的 概念 正 是 新 的 公理 化 数学 的 心 
肚 一 一 我 们 就 巧 用 集合 来 定义 数 的 概念 的 . 

我 们 已 提 到 过 第 个 迟 论 , 即 康 托 尔 悖 论 : 不 可能 存在 最 天 
FERS. i 8 蚌 包 罗 万 象 的 集合 ( 即 它 包 含 所 有 其 他 集合 ) 的 
ER RTE RRES ARO MES CAS REGS MMA 
可 能 的 子 集 .因此 ,该 集 台 的 基数 必定 大 于 总 .事实 上 , 它 至 少 是 
32, 而 这 跟 它 的 基数 应 等 于 总 的 断言 租 矛 盾 .当然 ,有 个 简单 的 
办 法 可 以 必 免 这 个 闻 盾 :拒绝 请 愉 有 这 种 最 大 的 集合 或 最 天 的 
基数 存在 . 

罗素 也 发 现 了 一 个 隐 赦 在 杆 素 集合 论 中 的 悖 论 ,要 解释 清 
楚 这 个 悖 论 得 费 些 周 析 . 我 们 可 以 构造 一- 些 集 合 ,它们 的 成 员 也 
都 是 些 集合 .车 我 们 令 4 是 所 有 的 左 撤 于 棱 妹 击 球 手 组 成 的 集 
会 ,B 是 所 有 公 芍 组 成 的 集合 ,那么 {4 .81 表 陈 的 是 由 这 两 个 
集合 * 即 集合 A 和 B) 组 成 的 集合 ,罗素 造 出 - -个 集合 $5, 其 成 员 
也 都 是 些 集 合 .他 说 ,一 个 集合 能 够 成 为 5 的 成 员 的 条 件 是 它 
PELE SAE AAR. zT S = 1s1,52.33,…}, 那 么 每 个 ;都 
是 这 样 的 集合 EMER SEA TBSEE TE, PEAR 
应 不 应 该 把 5 当 作 是 5 的 成 员 ? 如 果 3 不 人 包 合 其 本 身 ,那么 它 
应 该 是 个 成 员 . 但 是 当 我 们 把 它 当 作 一 个 成 员 时 , 它 就 包 合 了 自 
身 , 因 此 按 定义 就 不 可 能 是 -- 全 成 员 .可 是 当 它 不 是 一 个 成 员 
时 , 疡 又 应 该 是 了 ! 这 是 个 不 折 不 扣 的 悖 论 .所 以 不可 能 有 像 S 
这 样 的 集合 存在 . 

P RHE UY ,关于 集合 的 直观 概念 导致 了 矛盾 ,因此 数 
学 家 必须 仔细 考虑 定义 数 的 方法 ,而 木 能 像 朴 吉 集 全 论 那样 随 
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意 行 事 . 这 就 引出 了 20 此 纪 的 形式 化 的 公理 集合 论 . 

竖 素 的 悖 论 蔓 舞 了 其 他 人 去 寻找 存在 于 我 们 的 直观 概念 中 
的 性 论 . 耕 一 些 悖 论 赂 令 人 吃惊 又 二 分 有 趣 . 我 们 来 看 看 汤姆 森 
的 点 条 性 论 ,这 是 英国 哲学 家 詹姆斯 :汤姆 森 (James Thomson? 
于 1970 年 想 出 来 的 .我 们 设想 有 一 部 能 开 灯 和 关 灯 的 完美 的 
机 器 .首先 ,我 们 让 一 孝 灯 开 一 分 钟 .接着 关 壮 分钟 .然后 ,这 意 
灯 再 打 于 四 分 之 - -分钟 ,楼 着 美 八 分 之 -- 分 钾 . 这 一 过 程 继续 二 
去 ,无 论 让 灯 是 开 蚌 关 , 每 次 的 时 间 静 旦 上 : -次 的 一 半 . 两 分 钟 
过 后 ,我们 就 得 划 了 -个 开 和 关 的 时 疝 组 成 的 无 穷 序 殉 .试问 两 
分 钟 后 灯 是 开 着 还 是 大 着 ? 

另 一 个 精微 的 悖 论 是 根据 罗素 最 初 的 悖 论 设 计 的 :有 一 座 

村 庄 ,那里 只 有 一 和 名 理发 师 . 这 位 理发 师 给 所 有 那样 的 入 刊 脸 : 
(HHI ACA REAP RA? 如 果 理 发 师 不 给 自 
ci inl VHS Se £6 BAD. m E i Á cS RÉEL SCR SESS 
Homme. 

英国 的 一 位 图 -书馆 员 GGR HL (Berry ) BMT 53 — 4-3 tb 
的 作 论 . 倪 设 我 们 通过 足以 描述 所 有 正 整 数 的 最 少 的 (英语 中 
AJ) 音 广 数 将 所 有 的 正 整 数 分 了 类 .于 是 ,英语 中 的 十 七 
《seven'teen) 这 个 数 需 要 一 个 音节 ,而 九 十 七 ( nine'ty-sev'en ) fir 
Eu .Bb6pA BE ILATE RA IEEE 
数 的 集合 .该 集合 中 必 有 一 个 需要 十 九 个 音节 来 描述 的 最 小 的 
整数 .然而 ,我 们 一 直 把 这 个 整数 描述 为 “利用 少 于 十 九 个 音节 
无 法 描述 的 最 小 的 整数 ”( Least integer not describable Using less 
than nineteen syllables”), 这 一 描述 本 身 是 个 只 有 十 八 个 音节 的 
描述 ! 因此 ,本 存在 需要 十 九 个 音节 描述 的 最 小 的 整数 .3 

许 珍 悖 论 之 所 以 成 为 悖 论 ,问题 都 出 在 自我 参照 性 的 描述 
二 ,因此 ,我 们 才 有 了 包含 本 身 为 成 员 的 集合 ,描述 自身 的 描述 
FFT coa (3 PUE Vi ASSET i( xx et PL :我 们 必须 在 观念 
上 对 我 们 用 来 彰 述 数 和 数学 的 基础 性 慨 念 好 好 作 一 熏 消 理 . 
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为 全 部 数学 村 找 公 理 的 第 二 个 难处 涉及 完全 性 的 慨 念 .一 
般 认 党 ,一 个 完全 的 公理 体系 ie fip Sz AV ZEB, ny ig s m 
以 证 骨 或 和 否 证 能 在 该 体系 内 明确 陈述 的 所 有 语句 .对 于 任何 一 
个 特殊 的 语句 , 也 许 要 花费 芳 干 年 的 时 间 才能 微 介 这 一 点 ,但 
是 ,至 少 从 理论 上 说 ,我 们 能 够 证 明 每 个 语句 或 是 真 的 吕 是 假 
的 .这 种 想法 被 库 特 ' 髓 德尔 (1906 一 1978) 和 彻底 粉碎 了 ;他 在 
1930 年 证 明 ,在 强 到 足以 包含 算术 在 内 的 任何 公理 体系 内 ,总 
可 以 找到 无 法 证 明 的 语 包 .这 是 著名 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 .就 
是 这 个 定理 说 明 , 不 可 能 证 明 汽 , PUSS, 之 间 是 存在 玉 是 不 存在 
男 一 个 基数 . 

不 完全 性 定理 的 发 现 , 娟 同 对 前 线 的 不 可 公 度 性 的 发 现 给 
毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 打击 一 样 , 给 了 现代 数学 沉重 的 一 击 . 从 哲学 
上 看 , 它 告诉 我 们 这 样 一 个 事实 : 单 僻 逻辑 和 数学 的 分 析 米 揭示 
数 的 一 切 真 理 是 不 充分 的 .因此 ,总 有 -- 些 真理 要 靠 我 们 从 数学 
的 外 部 去 发 现 它们 . 


超越 如 世纪 


我 们 讲 过 的 大 部 分 内 容 , 部 是 在 描述 纯 惊 数学 家 从 事 的 中 
数 的 概念 相关 的 工作 .不 过 , 数 的 演化 过 程 比 这 些 专业 数学 家 建 
立 的 理论 更 复杂 . 数 是 我 们 整个 文化 的 一 个 组 成 部 分 . 当 数 的 理 
论 在 数学 家 们 心中 偿 渐 形成 的 时 候 . 数 的 交 化 也 在 我 们 的 整个 
社会 中 发 展 着 .如 果 数 学 只 有 专业 数学 家 感 兴趣 ,而 被 其 他 社会 
成 员 所 不 顾 , 那 么 世界 叮 真 的 会 竺 成 荡 凉 无 趣 的 场所 .我 们 的 技 
术 是 靠 数 和 数学 驾驭 的 ,两 者 在 我 们 的 日 常生 活 中 起 着 相 辅 相 
成 的 作用 . 

用 什么 标准 来 衡量 我 们 的 数学 正在 变 得 有 多 复杂 呢 ? 一 个 
标准 是 看 普通 的 市 民 使 用 数学 的 状况 .按照 数学 教授 杰 里 .人 金 的 
说 法 ,根据 对 三 个 全 国 性 数学 组 织 成 员 的 统计 ,这 个 国家 大 约 有 
五 万 名 职业 数学 家 .这 五 万 名 数学 家 每 年 在 大 约 一 于 五 百 种 杂 
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志 上 发 表 约 两 万 五 千 篇 数学 研究 论文 .+ 杰 蛙 ' 金 指出 ,没有 一 
PAS AE 25000 MIEN. HPAI Is, AR 


杂志 的 评论 员 和 作者 本 人 读 过 .所 以 说 ,虽然 专业 数学 家 的 人 数 [267 


不 少 , 每 年 生产 出 大 量 论 交 , 但 这 些 作品 对 其 他 人 几乎 没有 直接 
的 影响 . 

不 过 这 并 不 表明 数学 中 的 新 发 现 部 是 些 压 弄 玄 虚 的 , 跟 普 
通 民众 无 大 的 玩意 儿 .那些 最 好 的 数学 对 我 们 六 家 都 有 影响 , 它 
们 对 数学 之 外 的 生活 十 分 重要 .在 人 类 发 展 史 上 ,有 过 几 个 关键 
的 阶段 ,数学 的 应 用 成 了 普通 民众 的 太 事 .当然 ,这 不 是 说 社会 
.上 的 每 个 人 都 提高 了 他 们 对 于 数 的 认识 ,而 是 说 民众 中 相当 大 
的 一 部 分 人 这 样 做 了 .公元 前 8500 年 左右 .农耕 业 在 西亚 形成 
和 发 展 的 时 期 就 是 一 例 , 当时 普通 的 男人 和 女人 部 要 学 习 计 数 
和 算 帐 . 

另 一 次 大 发 展 出 现在 公元 前 3500 年 左右 ,IF 值 城市 逐渐 形 
成 的 时 期 .当时 的 统治 者 使 用 书记 员 和 条 司 来 从 事 从 确定 季节 
的 变化 到 分 配 土地 和 劳力 等 项 复杂 的 计算 任务 .到 了 了 大约 公元 
前 3100 年 , 苏 美 尔 地 区 发 明了 文字 ,这 又 太 大 加 速 了 社会 的 进 
步 . 

公元 前 500 年 至 公元 100 年 间 是 希腊 人 经 历 的 数学 黄金 时 
代 , 但 普通 民众 的 数学 状况 并 没有 发 生 很 大 的 变化 .算盘 和 算 板 
成 了 流行 的 计算 工具 ,而 普通 百姓 并 没 能 分 享 新 发 现 的 数学 财 
T. 

1455 年 出 现 了 知识 传播 的 良机 ,约翰 内 斯 :十 滕 贝 格 (Jo- 
hannes Gutenberg) 发 明了 活 板 印刷 术 . 从 此 ,就 有 可 能 使 相对 廉 
价 的 图 书 大 基 面 市 .这 有 助 于 推动 文艺 复兴 时 期 知识 和 思想 的 
传播 ,其 中 包括 各 项 科学 发 现 和 来 自 近 东 的 印度 一 阿拉 伯 数 系 . 
这 最 终 导 致 了 我 们 今日 的 技术 时 代 . 科 学 和 技术 人 员 能 接触 到 
数学 家 的 恩 想 和 方法 ,并 应 用 他 们 的 发 现 来 解决 日 常生 活 中 的 
间 题 .接着 ,这 些 专 家 开始 以 其 固有 的 美学 价值 来 欣赏 和 评价 数 
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20 志 纪 数 学 中 的 两 大 成 果 , 将 再 次 把 数学 传播 给 普通 民 
2168] fx .而 最 重要 的 成 果 . 当 属 计算 机 的 发 明 ， 


机 器 数学 


大 多 数 专 业 数 学 家 在 接受 和 信任 计算 机 方面 步 寿 缓慢 .20 
世纪 50 年 代表 60 年 代 初 ,在 大 学 工作 的 工程 师 们 殉 计 算 机 的 
兴致 已 经 很 浓 ,而 数学 家 则 播 着 脑袋 说 ,机 器 不 会 做 证明 .证 明 
是 数学 察 的 于 .不 过 上 席 用 数学 家 认识 了 它们 的 芝 大 效用 , 遂 使 数 
值 分 析 领 域 来 了 个 大 飞跃 .在 最 近 的 30 年 里 ,大 多 数 数 学 家 终 
于 开始 使 用 计算 机 了 .尽管 其 中 许多 人 仍 感 到 真正 的 数学 是 舍 
笔 和 纸 做 出 来 的 . “计算 机 不 会 证 时" 的 观念 也 受到 了 挑战 .著名 
的 四 色 定 理 说 :只 需 虹 四 种 颜色 就 足以 将 任何 地 图 着 色 ,使 得 任 
何 两 个 由 邻 的 国家 都 普 不 阿 的 颜色 .这 个 定理 时 在 19 世纪 就 问 
世 了 了 ,直到 1976 年 才 击 高 速 电子 计算 机 给 出 了 证 明 . 展 前 , 单 千 
纸 和 笔 是 无 法 证 明 它 的 . 

计算 机 的 另外 两 个 特征 也 跟 我 们 的 讨论 有 关 . -AR 
内 部 使 用 一. 进 制 数 系 进行 运算 .计算 机 申 进 行 的 — Se Bp 
于 或 化 为 二 进 制 数 的 存储 .加 法 和 减法 .所 以 ,if 算 机 的 核心 请 

然而 ,对 普通 民众 米 说 ,计算 机 最 重要 的 特征 是 它 能 让 他 们 
RAR ,进行 数 的 运算 . 数 的 重要 作用 上 文 已 有 半 述 ,但 在 讨 
论 数 学 是 什么 的 这 程 中 义 往 往 被 入 们 所 和 忽略 .其 实 , 对 于 数 的 病 
迷 常 常 导致 纯粹 数学 家 去 认真 地 证 明定 理 . 许 多 数学 发 现 是 在 
数学 家 摆弄 数 的 时 候 突然 领悟 到 的 .现在 ,普通 百姓 手电 就 有 能 
用 来 摆弄 数 的 很 好 用 的 计算 机 .除了 纸 和 笔 ,我 们 还 有 纸 笔 根本 
无 法 代 蔡 的 机 器 ,能 做 许多 以 前 无 法 敌 的 事 . 我 们 可 以 自己 提出 
有 关 数 的 问题 ,然后 打开 机 器 寻求 解答 .也 许 答案 会 自动 地 浮现 

39] 出 来 .我们 的 前 辈 从 没有 享用 过 如 此 先进 的 设备 . 随 着 家 用 电脑 


的 普及 ,普通 人 已 具备 了 以 一 种 令 人 愉快 的 方式 探讨 和 研究 数 
的 基本 性 质 的 能 方 . 在 计算 机 上 进行 这 种 探索 的 人 必须 知道 一 
种 程序 设计 语言 ,所 以 年 轻 人 应 该 就 起 勇气 去 学 习 程 序 设 计 , 以 
使 能 充分 地 利用 这 些 强 有 力 的 机 器 . 

有 了 计算 机 ,数学 家 和 非 数 学 家 就 都 有 机 会 从 事 这 类 活动 
并 得 到 全 新 的 成 果 吗 ? 我 们 已 经 靠 计 算 机 获得 了 最 了 不 起 的 … 
个 重大 发 现 一 一 分 形 理 论 . 


LT 2 BR 


AERA AB Ltt 2-5 (Gracia) .它们 是 些 潭 亮 的 彩色 图 案 ， 
以 基 种 神奇 的 方式 跟 数 学 与 天 气 联系 在 一 起 .用 专业 的 术语 讲 ， 
分 形 是 些 复杂 的 几何 曲线 ,你 无 论 将 它们 怎样 放大 ,都 不 可 能 出 
现 简 单 形 式 的 图 形 . 这 一 正在 开发 中 的 新 领域 以 两 一面 孔 出 现 : 
科学 中 的 混沌 理论 和 数学 中 的 分 形 理论 .但 无 论 在 科学 还 是 数 
学 牛 , 旧 前 我 们 了 解 的 还 只 是 些 现 象 , 在 未 来 的 几 个 世纪 中 , 它 
们 将 改变 科学 与 数学 的 面貌 . 

肯 先 来 关注 科学 .我 们 用 数学 模 漠 措 述 和 和 预测 物理 事件 已 
ALT EZ RO Dr sedeo EIER BE HRS E Fea mh DO di RU) c 
PT puteis 2p. RES e PHI yc SE He as ob PEISE— py 4 Sp 
成 功 . 然 而 , 当 事 情 变 得 稍微 复杂 些 ,我 们 的 数学 模型 就 显得 无 
能 为 力 了 .为 什么 ,难道 尽 所 有 气象 卫星 和 超级 计算 机 之 能 , 气 
象 专家 还 无 法 预测 明天 的 天 气 是 畏 是 雨 吗 ?” 是 的 ,我 们 间 的 不 
是 一 个 是 期 或 一 个 月 后 的 大气 情况 .我 们 想 知道 未 来 儿 天 内 天 
气 的 确切 变化 .可 惜 ,气象 学 家 预报 -- 天 或 两 天 内 的 局 部 天 气 条 
PERRE JI t ATAARE. 

为 什么 我 们 不 用 计算 机 来 预测 股票 市 场 的 变化 而 让 自己 窗 
起 来 ? 又 为 什么 无 法 描述 小 溪 中 石 块 周 于 水 流 形成 的 洲 涡 这 种 
简单 的 事 ? 道理 很 简单 :自然 界 中 的 许多 物理 系统 还 无 法 用 经 
典 的 数学 来 描述 .我 们 曾经 相信 ,我 们 要 做 的 事 是 正确 地 选择 一 
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组 方程 ,测定 所 需 的 官 始 条 件 , 于 是 这 类 问题 都 将 迎刃而解 .我 
们 研究 的 自然 界 中 为 数 不 少 的 物理 系统 表现 得 相当 稳定 ,小 的 
殷 动 无 三 系统 的 大 局 .以 地 球 的 运行 轨道 为 例 ,我 们 并 不 担心 一 
次 地 震 或 是 一 次 火山 爆发 会 使 地 球 跑 出 它 的 轨道 而 SK EH 
系 . 河 的 生物 体 也 表现 出 抵御 变化 和 恢复 原状 的 能 力 .在 不 同 环 
境 中 诞生 的 同类 动物 的 纳 串 都 会 长 大 成 相同 的 模样 .大 自然 就 
是 这 样 运 行 的 . 

为 了 讨论 诸如 天 气 这 种 难以 对 付 的 系统 ,我 人 要 处 理 的 方 
竹 过 于 复 条 ,直接 去 求 精 傅 解 和 是 不 需 实 的 ,只 能 著 大 型 计算 机 来 
找 出 近似 解 .还 有 许多 自然 界 中 的 系统 也 使 我 们 企图 预测 其 变 
化 的 良好 愿望 如 空中 楼 图. 于 是 ,科学 家 开始 琢磨 自然 界 中 是 否 
存在 本 来 就 是 不 稳定 的 系统 ,只 要 条 件 发 生 些 微 的 变化 ,它们 就 
会 变 的 面目 全 非 .结果 他 们 发 现 确 有 太 呈 的 系统 对 初始 条 件 十 
分 敏感 .事实 上 上 ,它们 敏感 到 如 此 程度 ,以 至 对 初始 条 件 的 测量 
精度 已 不 可 能 保证 作出 可 靠 性 的 预测 .就 拿 混沌 来 说 ,我 们 现在 
已 经 认识 到 ,宇宙 的 某 些 方面 是 极度 敏感 的 ,以 至 它们 的 行为 表 
现 出 一 种 完全 无 序 的 状态 .无 论 我 们 的 数学 变 得 多 人 么 出 色 ,这 些 
系统 总 会 跑 出 你 能 预测 的 范围 ， 

不 过 ,大 下 并 不 总 是 坏 消息 .在 发 现 混沌 现象 的 过 程 中 ,我 
们 还 发 现 了 这 样 一 种 系统 , 它 虽 很 敏感 ,但 是 只 按 几 条 简单 的 法 
间 行 事 , 同 时 又 能 产生 出 极端 复杂 的 结果 .看 来 ,大 自然 表现 出 
的 这 种 多 样 性 和 丰 宣 性 ,来 源 于 在 一 个 敏感 系统 中 反复 应 用 这 
些 简单 的 法 则 .最 终 的 结果 是 无 法 从 这 些 简单 的 法 则 来 预测 ,其 
复杂 的 程度 也 不 能 从 这 些 法 则 中 仁兄 .无论 是 有 机 体 如 何 依据 
简单 的 遗传 密码 生长 发 育 ,还 是 国民 经 济 如 何 运 转 的 问题 ,都 跟 
上 上述 现 象 有 密切 关系 . 混 汪 现象 和 敏感 系统 的 发 现 直 接 得 益 于 

71] 在 计算 机 工 模拟 这 些 系统 的 努力 . 

上 上 窗 所 说 的 一 切 看 来 只 跟 应 用 数学 有 关 . 那 么 ,计算 机 和 自 

然 界 的 那些 系统 又 是 如 何 影响 洁白 无 暖 的 纯粹 数学 的 呢 ? 说 来 


— 266 一 


令 人 吃 售 , 原 来 在 抽象 的 思维 世界 中 数 欠 就 是 其 中 ` -PR 
体 的 实例 ,也 存在 着 自身 固有 的 混沌 . 当 我 们 把 这 些 混 沌 用 计算 
机 图 形 画 出 来 时 ,就 得 到 了 分 形 . 它 是 什么 样 的 呢 ? 为 什么 有 关 
数 的 精确 数学 原理 也 会 包含 善 混 沌 的 图 象 呢 ? 直接 地 去 体 验 植 
恨 于 数 的 这 种 混沌 无 借 于 透 过 上 帝 的 归 睛 去 观察 . 

为 了 计数 学 中 的 分 形 在 计算 机 屏幕 上 显示 ,从 而 能 让 我 们 
观察 到 这 种 混沌 现象 ,办 法 很 简单 .不 管 什 么 人 ,只 要 真正 理解 
了 代数 学 ,又 会 使 用 家 用 电脑 ,就 能 做 到 这 一 点 .以 一 个 简单 
的 多 项 式 方程 x? + 8 = O 为 例 .这 个 方程 所 葵 涵 的 无 限 复 桨 的 细 
TIE 20 年 内 才 显 现 出 来 的 .这 是 个 三 阶 的 多 项 式 方程 ， 有 二 


图 54 ”在 高 斯 平面 (或 称 复数 平面 } 上 标 出 x3+8=0 的 二 个 解 sas 
I xa. 图 中 还 标 出 了 用 牛顿 法 求 xs 时 得 到 的 前 四 个 值 (1, Ea, Ea 和 
Eq). 
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个 解 x1;x2 和 x3. 其 中 有 - -个 解 怡 好 是 有 理 数 2. 7483 - 2 1X 
Ere DREH- +B: -8+8=0. 另 外 两 个 解 是 复数 
xzs=1l+iv3 和 xa=1 -iv3. 我 们 可 以 在 复数 平面 上 标 出 这 三 
个 解 ,如 图 54 所 示 . 

解 多 项 式 方 程 有 -种 通用 的 方法 一 一 营 代 法 .在 使 用 这 种 
方法 时 ,我 们 要 定义 一 种 算法 ; 先 簿 出 解 的 一 个 和信, 用 该 算法 来 
计算 ,算出 的 结果 应 该 是 个 更 好 一 些 的 猜测 值 .接着 ,用 这 个 较 
杂 的 猪 测 值 做 间 样 的 计算 ,得 出 第 二 个 更 接近 正确 解 的 猜测 值 . 
继续 这 一 过 程 , 青 到 得 出 : -个 虽 够 接近 真正 解 的 令 我 们 满意 的 
答案. 有 趣 的 是 ,任何 -个 用 来 进行 秋 代 的 算法 ,者 具有 内 在 的 、 
自 参 照 的 特性 ;我 们 在 讨论 悖 论 时 过 到 过 这 种 性 质 ; 该 算法 的 解 
是 该 算法 的 另 - -个 和 解 .因此 ,替代 是 - -- 种 映 回 自身 的 映射 . 

和 牛顿 (1642 一 1727) 可 能 是 上 历史 上 集 科 学 家 与 数学 家 于 一 身 
的 柄 伟 太 的 人 人物, 曾 设 计 了 一 种 夫 代 法 .对 x + 8 -0 这 个 方程 
用 它 来 晋 代 求 解 的 算法 如 下 ,其 中 每 个 猜测 值 用 EX 
El«8 
3E? 

让 我 们 从 第 一 个 估计 值 , 即 复数 4+ 4i( FA 54 中 的 点 EJF 

fé EIC. 我 们 还 记得 在 复数 平面 上 标 出 基 个 复数 ,相当 于 把 它 指 

定 为 一 六 有 序 的 数 ,对 于 4+4i, 我 们 指定 的 奢 对 数 为 (4,4). 因 

为 ;最 靠近 三 个 解 中 的 x2, 所 以 可 以 想像 蔡 以 它 作为 第 一 次 

的 猜测 值 ,我 们 将 一 个 接 一 个 地 得 出 越 来 越 洁 近 xy 的 估计 值 . 

事实 正 是 如 此 ,将 4+4i 代入 上 述 算法 公式 ,得 到 ES- 2.67 

2.75) ECER 54 中 标 出 .好 ,再 将 E; 代入 公式 导出 FB 

及 可 生出 Ea 此 时 我 们 已 相当 靠近 正确 的 解 1+v3i( 近似 地 等 

FP 141.731). 于 是 ,一 切 如 愿 以 偿 . 我 们 从 接近 xa OS A 
273】 始 ,用 牛顿 的 方法 得 到 一 串 估 计 和 值 , 它 信 收 训 r 到 x;. 

我 们 可 以 猜想 ,第 一 个 估计 值 E. FRI ET AE x;， 


E= Ej- 
272] 
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收 训 到 xz 的 点 


Meg xo 的 点 


Le E E EE: 


55 BOE Il BERE = FA B. JI APER GR EAE LAE D 
可 以 假定 最 佬 近代 表 解 的 点 的 那些 点 将 收 贫 到 这 个 解 . 真 的 是 这 样 吗 * 


用 牛顿 法 得 到 的 郁 串 估计 值 就 将 收 伊 到 于 个 x. ER 55 中 , 复 
数 平面 变 黑 粗 线 分 大 成 三 个 分 别 围绕 着 三 个 解 的 区 域 .我们 还 
了 林 以 假设 只 要 在 含有 x; 的 区 域内 选取 第 -个 估计 值 ,无 论 你 取 
的 值 是 什么 ,它们 最 终 邦 将 收 丛 到 ea. 其 余 两 个 区 域 的 情况 也 
一 样 一 一 总 是 收 合 到 离 第 一 个 估计 值 最 近 的 那个 解 .唯一 有 络 
间 的 是 恰好 离 两 个 解 同样 远近 的 那些 点 .这 个 问题 正 是 1976 ^F 
读 一 年 级 微 积分 课 的 学生 问 约翰 - 喻 伯 德 (john Hubbard ) 8915] 
题 . 沁 难道 最 初 的 猜测 值 冲 是 会 走向 离 它 最 近 的 解 凤 ?9 哈 伯 德 
当时 不 知道 确切 的 答案 .并 跟 学 后 说 下 个 星期 告诉 他 有 ]. 

哈 伯 德 在 ，: 周 之 内 没 能 找到 令 人 满意 的 答案 ,他 不 得 不 求 
助 于 他 的 计算 机 ,他 在 计算 机 上 演算 ,发 现在 复数 平面 上 出 现 了 [274] 
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图 56 用 牛 晤 法 针 复 数 平 而 上 的 点 进行 合 代 运算 ,结果 产生 出 - 幅 
SOE; FL. VEL AA A SR BR BS a v (IE reb HR 
ABE gp éd i PEERS fü ESL. E3 fe EC d OED] * BE xa (MED AG TRUE 
VEI. Ae AG A SS P6 EXC e 3e FI dol, ELA DES NEUE xu SE xy, SHE 
TEC AB Ry x, Due 


一 些 非 常 奇 怪 的 现象 .关于 猜测 值 收敛 到 最 靠近 的 解 的 很 设 , 有 
所 划 的 .符合 逻 每 的 一 面 ,但 又 有 它 大 错 特 错 的 地 方 .请 看 看 图 
5o! RME ME TRASF x. 的 所 有 那些 最 初 的 估计 
HENARE! 我 们 看 不 到 不 阿 解 之 癌 清 晰 的 边界 ,有 的 只 
是 一 幅 在 端 复 杂 的 图 一 一 这 就 是 分 形 图 .要 是 我 们 只 看 其 中 的 
一 小 卖 区域, 并 将 它 放 大 ,此 时 会 发 生 秆 么 情形 呢 ? 把 细节 放大 
解决 不 了 问题 ,仍然 还 是 那么 复杂 的 图 (图 57) .也 就 是 说 ,无 论 
把 各 个 解 之 间 的 图 象 的 细节 放大 多 少 们 ,我 们 绝对 得 不 到 清晰 、 
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简单 的 边界 .分 形 所 特有 的 趟 寅 和 多彩 的 细节 将 一 直 保 持 下 去 , 永 
无 止境 ! [275] 


57 由 妇 +8=0 产 生 的 分 形 财经 放大 后 ,下 看 到 更 多 的 细节 .但 
根本 看 不 到 稍微 简单 - - 些 的 图 形 .原来 的 分 形 图 中 的 一 小 鼎 区 域 放 大 100 
税 后 ,看 到 的 是 原来 复杂 图 形 的 复制 品 ， [276] 
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除 啥 伯 德 之 外 ,其 他 一 些 大 也 一 直 在 研究 这 种 出 现在 复数 
平面 上 的 碍 怪 图 形 . 最 时 的 斌 究 者 其 实 是 两 位 法 国 数学 家 如 斯 
Ae ANE (Gaston jutiay 和 应 埃 尔 :法 图 (Pierre Fatou? ,他 们 在 
第 一 次 世界 天 战 期 间 探 索 这 一 课题 时 还 没有 计算 机 ,全 部 计算 
者 得 靠 手 算 .他 们 得 于 的 漂亮 的 图 形 { 现 称 为 朱 利 亚 集 ? 那 时 大 
fik A CHA T.20 thee 70 FRAN (ELSE Fb - 58 fth 7 ( Benoit Man- 
delbrot) 开始 研究 朱 利 亚 集 , 他 在 1979 年 发 现 了 复数 平面 上 分 
形 图 的 老实 宗 REPPE.” 

分 形 图 中 最 引 人 注 目的 特点 ,正如 图 56 中 所 显示 的 , 仍 是 
它 党 全 独立 于 在 现实 世界 中 出 现 的 混沌 . 它 所 使 用 的 概念 只 是 
纯粹 数学 的 直接 产物 .在 图 se 中 ,看 到 的 是 我 们 的 数 系 的 基本 
特征 .为 什么 会 有 如 此 精细 的 图 形 ? 利用 同样 的 技巧 ,每 个 次 数 
等 于 或 高 于 二 次 的 多 项 式 都 将 产生 分 形 图 .我 们 以 x? 8 为 例 
只 是 因为 它 很 简单 .如 果 说 是 我 们 发 明了 所 有 跟 数 学 有 关 的 概 
念 ,那么 图 56 中 的 图 形 又 是 怎么 发 明 的 呢 ? 

靠 一 种 经 验 .一 种 体验 ,就 像 听 一 部 伟大 的 交响 乐 ; 你 坐 在 
计算 机 屏幕 前 ,看 着 那些 彩色 的 多项式 分 形 图 活灵活现 地 在 那 
里 生长 . 当 图 形 的 细部 出 现时 ,就 像 一 股 电 火 花 和 贯穿 你 的 全 身 ， 
你 好 像 感到 你 正在 观看 生命 成 长 过 程 中 伟大 的 细胞 分 烈 , 领略 
到 了 存在 的 本 质 . 各 种 分 形 餐 的 发 现 , 青 次 使 数学 家 们 相信 : 数 
学 对 象 的 绝对 存在 性 . 往 姆 斯 . 格 车 克 (James Gleick ) fk {th AB RB 
ASH BIHE m CHB PU : T Bp BE SE) (Chaos Making a New Sci- 
ence) HKHH E PR: 


He dw 4e FF AEB oos É > de de Fo ih FT dh 

(Danady EMEC MMEA MAW, REAM 

T VE FAD? PEAS OK SUBE HE A PK REE DE PE Sco BE HUE 
(1990) , -—- BEE 
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现 它 之 前 , 它 就 已 经 存在 了 .科学 创造 出 复数 这 种 架构 
Fe d AR v dC XX — c A VE SUC ET OS RUGS ARAM 
去 捅 开 它 神秘 的 面纱 .也 许 , 它 的 存在 比 这 更 早 : 当 大 
自然 开始 用 简单 的 物理 定律 组 织 自己 ,并 以 无 限 的 而 
心 重 复 着 这 科 努 力 之 时 ,就 是 弄 德 支 罗 集 诞生 之 日 .四 


费 马 大 定理 


在 告别 20 世纪 的 成 就 之 前 ,我 们 不 能 不 提 到 最 近 发 生 的 一 
任 事 , 它 也 许可 以 排 在 最 杰出 的 数学 成 就 之 列 .你 还 记得 毕 达 哥 [277] 
拉 斯 数 吧 ABTA AW a? + 82 = ec? 的 整数 三 元 组 .我 们 知 
道 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 三 元 整数 组 , 连 古 巴比伦 人 也 知道 .有 了 
上 毕 达 再 拉 斯 数 , 我 们 自然 会 楼 善 阿 :是 否 存在 三 个 自然 数 ,它们 
HAME FEKRR: a+ 53-6. 

RIRI «38 - 98 (Pierre de Fermat) 1601 年 生 于 法 国 的 波 蒙 
— ERS SIR AAU AEE 17 世纪 最 好 的 数学 家 ,不 过 ,他 肯定 
是 世界 上 最 讳 大 的 业余 数学 家 之 一 .他 在 建立 微 积分 , (独立 于 
稍 卡 儿 ) 发 明 解 析 几 何 和 为 现代 数论 莫 基 方面 都 做 了 重要 工 
fg." 

1637 F, ADARA ERAK R Ch, ABH 
xk 5E X SFr EG vr s CAE. 


FAS, fS ST HE E — A- EAD MDS GEL RUN 
JR, PR AP VR ORC, — EE MOL OS Ede S T KA EEUU 
ARPS 38 I] ZI AE BR RT M AM RE p ae o iE 
Ths PASE OAS AIRE FO 


费 马 在 这 段 话 里 已经 回答 了 我 们 的 问题 ,而 且 太 大 超出 了 
PRATT ASAE WAN A FS OT AE FR = SRE as 6? = cea， 
MLS PEMA F 2 BS s LEER AT SER Sh PORE on + 
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b" = e" IAS VIS AERE. 然而 , 费 马 从 未 给 出 他 的 证 


Hj. 许多 人 认为 ， 费 马 是 错误 地 以 为 自己 有 了 一 个 证 明 ,实际 .上 
TE 1637 年 还 不 存在 证 明和 他 的 定理 所 必须 的 工具 .但 是 有 谁 能 确 
wis tte? 事实 是 ,从 1637 年 至 1993 年 ,历时 356 年 ,居然 
没有 一 个 人 能 证 明 费 马 太 定理 .无 数 的 专业 和 业余 数 学 家 部 在 
七 面前 下 下 阵 来 .我 记得 在 犹他 大 学 当 研 究 生 的 时 候 , 我 的 数学 
TE FER, "OIWAESUM SNMP Km. 有 太 多 的 学 生 
钙 迷 恋 这 个 问题 而 耽误 了 学 业 . 我 们 这 批 学 牛 也 并 不 是 个 个 都 
听从 了 这 一 忠告 . 

f 1993 年 的 6 月 21 日 至 23 日 的 二 大 内 ,在 普林斯顿 大 学 
工作 的 英国 数学 家 安德鲁 : 怀 尔 斯 (Andrew Wiles 38 [:] 3% pg] , fik 
本 三 个 1 小 时 的 报告 ,题目 是 “ 模 形 式 ,椭圆 曲线 和 司 罗 华表 
”中 从 第 一 天 起 ,听众 就 在 竹 测 怀 尔 斯 报告 的 最 终结 论 是 什 
么 .在 第 三 个 报告 行将 结 旧 时 , 怀 尔 斯 在 黑板 上 写 下 子 费 马 大 定 
理 , 昕 欢 中 爆发 出 热烈 的 掌声 和 喝彩 声 .经历 了 356 年 的 漫长 风 
月 ,终于 有 人 给 出 了 一 个 证 明 . 不 过 ,这 个 证 明 经 得 起 仔细 的 推 
AT AE? 我 们 只 能 拭 目 忆 待 , 怀 尔 斯 还 必须 把 他 的 证 明 授 
篇 给 杂志 ,以 便 让 其 他 数学 家 来 检查 他 和 网 1E LAS BE, oH BRE S T 
昕 讲 的 人 觉得 没 问题 , 怀 尔 斯 肯定 已 获得 了 成 功 . 筑 真 旦 这 样 ， 
安德鲁 " 怀 外 斯 肯定 能 在 数学 史上 占有 一 语 之 地 ;他 攻 点 了 数学 
中 最 负 难 的 问题 之 一 ,他 的 证 明 将 位 你 20 世纪 最 伟大 的 数学 成 
就 之 中 中 . 


我 们 还 能 走 多 远 ? 
现在 ,我 们 手中 有 了 计算 机 和 长 年 累 月 积 率 起 米 的 全 部 数 


四 ”虽然 在 1993 年 如 月 铬 出 的 证 明 中 被 发 现存 在 漏洞 , 介 经 过 一 年 
FIXE dE, MARNE EET E 1994 年 9 月 给 出 了 经 癌 行 专家 确认 是 正确 的 证 
明 . 一 -译注 
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学 知识 -我 们 在 发 现 新 数学 的 道路 上 还 能 前 行 多 远 呢 ? 如 果 我 
们 的 太 脑 处 于 这 样 的 状态 :平均 智力 的 智商 大 约 已 达到 了 100 
点 ,那么 这 种 大 自然 赋 子 我 们 的 智力 还 能 证 我 们 在 追求 更 完美 
AEE Sik? 当然 ,要 是 来 自 银河 系 中 心 的 客人 来 厦 访 
我 们 ,结果 发 现 他 们 的 智商 高 达 两 下 点 , 那 时 我 们 多 少 会 感受 到 
他 们 的 思维 能 力 的 威胁 .我 们 还 敢 相 信和 能 理解 他 们 的 数学 吗 ? 
我 们 会 不 会 变 得 像 小 灼 小 狗 听 微 积 分 课 那 样 ,除了 听 到 声音 外 
什么 部 不 懂 ” 难 道 仅 仅 因 为 我 们 大 脑 构造 的 局 限 性 就 会 存在 我 
们 无 法 谓 越 的 界限 晤 ? 

假如 有 一 天 我 们 解 开 了 人 人 类 的 所 有 遗传 密码 ,假如 我 们 还 
能 拱 纵 这 些 密码 ,使 我 们 的 孩 - 广 愉 有 今 人 人 满意 的 编程 特性 . 那 时 
我 们 能 让 孩子 的 智商 达到 200 点 ,400 点 ,其 至 2 000 点 吗 ? 他 
们 能 发 现 什么 样 的 数学 ? 不管 它 们 是 什么 ;我 们 这 些 老 一 辈 的 
入 恶人 是 理解 不 了 了 了- 木 过 ,我 们 知道 那 必定 显 庄 车 和 优美 的 ， 
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算盘 (abacus): -- 种 看 代 的 计算 工具 . 它 足 由 Rees 
珠子 的 细 村 固定 在 - -本 八 竺 构 城 的 .通过 谨 着 细 填 移动 珠子 来 
进行 计算 . . 

绝对 无 限 Cabsolule infinite): 是 -种 实体 ,. 它 等 同 于 市 所 
有 无 限 组 成 的 汇集 ,有 了 时 认为 它 与 上 上帝 同 在 , 记 为 局. 与 个 不 能 
被 人 的 理性 点 止 理解 的 神秘 概念. 

3653448. (absolute value): — PCC 4.7] JRO AS FFAS) ASE 
fü. 

亚历山大 数 系 (Alexandrian number system): 甘于 27 个 不 
问 数 友 的 希腊 数 系 ,公元 前 100 年 后 曾 在 使 用 中 占 支 山地 位 .也 
称 为 爱 奥 尼 亚 数 系 . 

代数 数 (Algebraic number): 一 -种 数 , 它 赴 系 数 全 为 有 理 数 
的 多 项 式 的 解 . 

解析 元 何 Analytic geometry): — PHR EE pres fr HE, 
并 和 在 其 中 使 用 代数 方法 的 斤 何 . 

3E SES B® (Attic number system): 一 种 早期 的 .书写 用 的 希 
腊 数 系 , 它 基于 5 个 基本 的 数码, 在 公元 前 100 年 以 前 使 用 , 认 
PRA Herodianic BY Zi . 

体位 计数 (body-counting): 手指 计数 的 延伸 ,出 身体 的 :不 
fal ab ay Bes FRR 

F A325 (Brahmi numerals): 从 数 1 s X& 9 的 印度 数 
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码 , 它 时 在 公元 前 3 世纪 就 已 使 用 ,这 些 符 号 最 后 演变 成 今 夫 所 
用 的 印度 一 阿拉 伯 数 码 . 

基数 (cadinal number): 描述 一 个 集合 中 有 老少 个 元 素 的 
zi. 

36 -F JL 4k #R AK {Cartesian coordinate system}: 使 用 两 条 互 
相 殿 直 的 数 线 使 得 平面 上 每 个 点 等 同 于 两 个 实数 的 体系 . 

封闭 数 ( 集 ) (closed numbers): 称 一 个 数 集 在 某 种 运算 下 
是 封闭 的 , 意 指 : 每 次 用 此 数 集中 的 数 作 这 种 运算 都 会 得 到 该 数 
集中 的 另 一 个 数 . 

ŽS (cluster point): 极限 的 别称 ,特别 指 在 出 现 一 个 以 上 
的 极限 时 使 用 . 

复数 (complex number): 形 如 (a ,5) 或 a + bi HK, AH 
a.b 都 是 实数 ,i RR -1. 实数 与 虚数 都 是 复数 的 子 集 . 

合 数 【composite number): 是 一 种 自然 数 ,可 以 被 1 和 自身 
之 外 的 数 除 尽 . 

具体 的 计数 (concrete counting): 使 被 计数 的 对 象 一 对 一- 
地 与 计数 用 的 证 物 或 符号 相对 应 的 计数 法 . 

i£ 43 (continued fraction): 该 数 由 一 个 整数 加 上 一 个 分 
数组 成 ,这 个 分 数 的 分 母 也 是 由 一 个 整数 加 上 一 个 同类 的 分 数 
组 成 .每 个 无 理 数 可 表 为 一 个 无 限 的 连 分数 . 

Tji& = X (constructivism):. -~ 种 信念 ,认为 数学 对 象 不 能 
独立 于 人 的 思想 而 存在 . 

连续 统 假 设 (continuum hypothesis): 认为 在 个 HSS, 之 
交还 存在 一 个 超 限 数 的 假设 .此 假设 是 不 可 判定 的 . 

3K (convergence): 数 的 无 穷 序 列 或 数 的 级 数 趋 近 于 极 

4E R (coordinates): 解析 几何 中 对 应 于 平面 上 一 个 点 的 两 

THES) (countable set): 指 一 种 无 限 点 集 , 它 可 以 和 
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自然 数 建立 起 一 对 一 的 上 映射 关系 .也 称 为 可 列 的 (enumerable》 
fu. 

计数 (counting); 找 出 一 个 集合 的 基数 . 

F (counting board): 古代 的 计数 工具 ,由 一 块 带 标记 的 
板 和 用 于 计数 的 小 棍 或 小 石头 组 成 . 

WEE (dense): 指 在 任 两 个 数 中 间 存 在 另 一 个 数 的 性 
质 . 有 理 数 ,无 理 数 . 实 数 ,复数 都 具有 稠密 性 . 

不 可 数 集 (denumerable set); 不 可 能 一 对 一 地 瞻 射 为 自然 
数 的 集合 ,参见 可 数 集 . 

BF (digit): 印度 一 阿拉 伯 数 系 的 十 个 数码 0,1,2,3,4， 
5,6,7,8,9 中 的 任何 一 个 . 

AGE (divergence): 数 的 无 穷 序 列 或 数 的 级 数 的 无 界 或 无 

元 素 (element): 集合 中 特 指 的 一 项 或 数 ， 

RJL E FIUT (Euclidean geometry): 用 欧 几 里 得 发 展 起 
来 的 一 种 几何 . 它 满足 下 列 平行 公设 :给 定 一 直线 和 不 在 直线 上 
的 -一 点 ,过 这 点 有 有 旦 仅 有 一 条 与 原 给 直线 平行 的 直线 . 

Jg d ( exponent ) : 写 在 一 个 数 { 即 底数 ) 的 右上 和 角 的 数 , 表 
明 第 一 个 数 所 升 高 的 寡 次 . 

可 扩张 基数 (extendable cadinal number); 目前 所 知 的 最 大 
基数 . 

BH (factorial): 小 于 或 等 于 某 个 给 定 的 自然 数 的 所 有 自 
然 数 之 乘积 ,用 放 在 给 定 自 然 数 后 面 的 符号 "!7" 表 示 ,例如 51 
2]1:2:3:4:5— 120. 

斌 位 法 【false position}: 解 方 程 的 一 种 方法 ,使 用 一 个 猜 
测 值 代入 方程 并 得 到 一 个 改进 的 猜测 值 . 

3E Gk NES PR) (Fibanacei sequence): 从 1 开始 的 一 个 数 
的 序 询 ,其 中 每 一 项 都 是 它 前 面 两 项 之 和 ,此 数列 前 七 项 是 1， 
1.2,3,5,8,13,-- 
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手指 计数 法 【finger-counting) ; 以 手指 与 一 个 集合 中 的 对 
象 相对 应 的 用 以 计数 的 方法 . 

5 at dE] (five-ccunting, 5-ceounting? : 一 种 早期 的 以 5 
六 基底 的 计数 法 . 

43$ (fractal): — PROF rat RAL fu] pla £x. JUI TEL EE C 
AI AR URSI ERES E E. A Ph El £T FEE EC AR TE T ECT 


faf . 

4440) (Gubar numerals): 公元 9 直 纪 时 阿拉 们 人 使 用 
ETUR X MA, BR RHED TEE SEE C GOL TRE P ih SE . 

X £X Fl (golden mean); EX X 4 JE (golden ratio): 


(1e v5) E 2 ERRA HE. i REALE ER, RU 
大 其 的 数学 大 系 中 、. 

4448 3X. 【hieratic wrung): PEE Ae Bigh EAK., 
于 记录 口 常 活动 . 

$4 3 C hieroglyphies) : FAs ie he A (ETE SCTE chee 
性 建筑 上 使 用 的 文字 . 

191] Ep Ae Pe A (Hindu-Arabic number system}: HA e 
viel (3 FARR ET ERR ERES 342——0,1,2.3,4,5,6.7,8, 
9 ,并 使 用 位 值 制 . 

ig de (hypercomplex number): 将 数 的 概念 扩张 到 维 数 
区 于 二 维 算数 而 生成 的 一 类 数 , 参 地 四 元 数 . 

超 不 可 达 趣 限 数 【hvperinaccessible transfinite number); 一 
种 超 随 数 , 它 的 不 可 达 必 无 法 从 较 小 的 起 限 数 出 发 加 以 定义 , 参 
见 不 可 达 超 限 数 . 

4134 (hypotenuse): 在 一 直角 三 角形 中 直角 所 对 的 边 . 

EA (imaginary number): 复数 平面 王位 于 竖 轴 上 的 数 , 即 
JÉ n ai 的 数 , 共 中 a 为 实数 ,i 为 v - 1. 

AR UP ik ag FR AR (inaccessible transfinite number); 一 种 超 限 
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数 , 它 不 能 用 较 小 的 超 限 数 来 定义 . 

A RE) (incommensurable): 5A TEA AY fe ESL PN > 
HE ETA A BEY. 

不 定 方 程 (indeterminate equation): 有 无 限 多 个 解 的 方程 ， 
例如 x e y=7. 这 种 方程 站 大 荐 物理 系 统 的 研究 中 很 有 用 . 

间接 证 明 法 (indireet method of proof? ; 在 各 种 占 代 社会 中 
部 发 师 过 的 一 种 证 明 方 法 .大 们 先 假 定 跟 时 证 明 的 结果 相反 的 
结论 成 立 , 然 后 导出 订 盾 .这 种 方法 又 称 反 证 法 . 

EFR (Cinfinie): MEAR, ARLE ALAR, REA 
E APS a UL. ERE aR AE EE EO 
Se RO, A RRE RTI EDS RR ZR FCR 8 0s. 

eH (integer): 含有 山货 自然 数 和 零 的 数 华 中 的 数 . 

AL ERX Cintuitionism): - :种 信念 ,认为 数学 不 应 讨论 无 
Bg S, Se ELE IUIS f 

无 理 数 【irrational number): Sk CALE bY Rit, day 
Pe WY RR IE. 

FAIR (limit): 称 序列 A, 42.45.04, DLA BEER. LL u 
SOE BUA e dT- PRON, MIST A n» NIENTE L- 
A, RIŽE At (i) fo 

线性 方程 {linear equalion) : BUB KD Gt S EAE E + 1 
Hp ET. [292] 


ay 


2) 48 Re t Liouville number): H4 #4- io?! + loh 4 io" Eee 
BS ELIK EE, HL CP HEUS o 是 0 到 9 范 周 内 的 整数 . 

对 数 (logaritbm): 足 指 这 样 的 指数 ,对 被 称 为 底数 的 数 必 
顷 升 商 与 该 指数 相等 的 守 次 ,才能 得 出 某 给 定 的 数 . 以 ADR n 
的 对 数 记 为 logsn .例如 logig LOO = 2, ZSBI. tO? = 100. 

PÉGEUOE (logistic): 古 希 腊 的 一 种 计算 术 , 是 为 经 商 而 非 
知 力 追求 所 用 . 
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F 35 ik (method of exhaustion): 古 希 腊 估 开发 的 一 种 技 
巧 ,用 于 计算 由 弯曲 的 几何 形状 所 围 成 的 图 形 的 面积 .这 种 技巧 
通过 计算 曲线 图 形 内 的 矩形 和 三 角形 的 面积 以 不 断 地 得 到 更 好 

新 2 元 计数 法 (neo-2-counting): -种 早期 的 计数 方法 , 它 
使 用 等 价 于 "1”" 和 “2” 的 两 个 数 词 及 其 结合 体 , 并 进行 加 法 .减法 
MEZ. 

AEBEJL X RRJLep (or fay BK AE BR JL) , non-Euclidean geome- 
uy) AAMAIRRE RIL SBA SAAR RAL. & 
见 欧 几 时 得 几何 . 

非 位 值 制 数 系 【nonpositional number system): 数码 的 位 置 
无 助 于 确定 其 值 的 任何 一 种 数 系 .因此 ,一 个 数 中 的 数码 可 以 用 
任何 一 种 次 序 写 出 ,而 不 会 改变 该 数 的 值 . 

Ey (normal number): — FPR dE Hd gt E P 0 
到 9 这 十 个 数字 的 分 布 是 均匀 的 .一 个 绝对 正规 数 是 指 该 数 在 
任何 基底 下 的 小 数 屡 开 中 每 个 数字 者 以 同样 的 比例 出 现 ， 

PA (number field): 任 一 实数 或 复数 的 集合 ,其 中 两 数 的 
和 :, 差 , 积 和 商 ( 除 去 0 做 队 数 ) 前 是 该 集合 中 的 男 一 个 数 . 因 此 ， 
数 域 在 四 种 运算 下 都 是 封闭 的 . 

数 的 直线 (或 简称 数 线 ,number line): 一 条 ABR AT EY eR, 
线 上 每 一 点 怡 与 一 个 实数 相对 应 ， 

Jt 4 (number-number) : 以 自然 数 依 次 写 下 的 一 个 十 进 
^C, dil 0.123 456 789 101 112 13-…. 

数 的 序列 【简称 数列 ,number sequence) 称 一 组 数 41,42， 
As, 4 构成 一 个 序列 ,是 指 这 些 数 已 经 近 次 序 排 好 ,其 下 
骨 标 怡 是 按 自然 数 顺 序 排列 的 . 

Jt 8g 4E (number series): 一 组 数 的 总 和 . 

数论 (number theory): 对 自然 数 及 其 关系 进行 抽象 的 学 
Jn] . 
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HA (numeral): 代表 一 个 数 或 代表 数 中 一 位 数字 的 书写 
符号 . 

数值 分 析 (numerical analysis): 利用 计算 机 及 算法 去 通 近 
复杂 问题 的 解 的 方法 . 

一 对 一 的 映射 《one-to-one mapping): 从 一 个 集合 (如 一 些 
数 词 ) 中 指定 一 个 旦 榴 一 个 元 素 与 第 二 个 集合 :如 一 些 手 指 ) 中 
的 每 一 个 元 素 对 应 . 

AAR (ontology): 关于 存在 的 含义 的 研究 . 

序数 {ordinal number): 特 指 一 个 元 素 在 集合 中 的 相对 位 
B. 

JB AR (origin) : 数 的 真 线 中 表示 a 的 点 ,或 者 是 复 平 面 中 
两 条 坐标 轴 相 交 的 点 . 

ie (paradox): 在 直观 工 可 接受 的 前 提 下 进行 的 有 效 推 
S .结果 得 出 自 相 子 盾 的 绪论. 这样 的 论证 称 为 悖 论 . 

Z (perfect number): 其 因子 之 和 等 于 自身 的 aR. 

6 是 自然 数 中 第 - -个 完全 数 , 因 为 6= 1+2+3;28 BAIS 
全 数 ,28=]+2+4+7+14. 

SARA AAZ (polynomial equation): 由 一 个 或 多 个 末 知 数 
的 寡 次 乘 以 称 为 系数 的 数 所 组 成 的 方程 .一 个 未 知 数 x 的 多 项 
式 方 程 的 一 盘 形 式 为 :Geoxz aix" ecco, ix ta, =O. 

位 值 制 数 系 (positional number system): 一 种 数 系 , 它 要 同 
时 考 志 数码 原来 的 值 与 它 在 数 中 的 位 置 才能 最 终 得 出 该 数码 在 
数 中 的 值 . 班 代 的 印度 - 阿拉 伯 数 系 就 是 位 值 制 数 系 ， 

素数 《也 常 译 为 质数 .prime number): 只 能 被 其 自身 和 1 
整除 的 自然 数 . 

射影 几何 学 【projeetive geometry): 数学 中 的 一 个 分 支 . 研 
究 几 柯 图 形 在 被 投影 到 另 一 个 不 同 的 空间 时 保持 不 变 的 那些 性 
质 . 

证 明 (proof): 一 系列 的 逻辑 推导 ,用 以 建立 基于 一 组 公理 
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LEA PEAY BE BEE. Se PA E Ah ERIT B E dee Ar BA A EE 
些 TUf X A rie A 

aa SPA Th (Pythagorean number) 满足 毕 达 哥 拉 斯 定理 
上 和 侍 柯 用 :个 白 然 数组 成 的 一 组 歼 . 例 如 三 元 数组 3,4,5 就 是 
He iA EPIRI LER H 3.4-5. 

AE A 3) 4207 2 (Pythagorean theorem); YE— PAL Sa — fü 
RRRA IRE Vr TES AAD ABO? b? = 
e^, Jt e BEARER a Mlb SE OA ERE. 

四 元 效 (quaternion): JB a + bi + cj + dk 的 数 , 共 中 a, 
b.e.d BUR, ia}. k ER eR, iat i> =; TS kes ik= — 1. 

227678 (quipu): API T £5 8958 T. SINE ALS A 
Hr se ASE BG oA 
HÆK (rational number): uf & Jy AP AE EE Be EL 的 任 


之 
A: 


Tt 


3E ， 
实数 (real number): 所 有 于 应 于 数 的 直线 上 的 点 的 数 . 代 
数 数 与 超越 数 之 总 入 . 


IEEE (rhetorical algebra): -种 古代 撒 式 的 代数 ,其 中 
所 提 的 问题 通常 是 用 语言 而 非 专 门 符号 表述 的 . 

TK (ron): TAAL TT Fea Be. BEY A TE RE AR BRR A Se BE 
BT. FS ER aS. 

RARE (Russian peasant method): BU i Hi MEE AR A 
用 来 作 乘法 的 方法 .通过 不 断 地 将 一 个 数 邵 倍 , 然 后 如 上 一 -个 适 
站 的 售 数 而 得 出 答案 .后 来 为 中 欧 人 所 使 用 . 

集合 CRE set): -- 些 物件 或 元 素 的 六 : 集 . 


此 说 不 确 , 作 者 实际 上 将 0 排除 在 有理 数 之 外 .正确 的 说 法 
征 ; 叮 表 为 黄 个 整数 {第 二 个 整数 不 为 雷 ) 之 比 的 任 一 数 . 一 一 译注 
”全 此 说 不对 ,代数 数 与 超越 数 的 总 和 叱 复数 ,实数 应 为 有 型 数 和 无 
理 数 的 总 和 和 . 译注 : 
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b dba ak A (sexagesimal number system): 14 60 AA 
底 的 数 系 .与 我 们 以 10 D Sene agen - 阿拉 伯 数 系 不 辐 ， 

单 序 的 (simply ordered): 称 一 个 数 系 是 单 疗 的 ,是 指 对 集 
合 中 的 任 赣 一 个 数 x ,xv,z, 有 下 列 条 件 成 六 : (1)x Y. x« 
y. yer (PMR x «v Hre: Wj x «z. 实数 集 是 单 序 的 ， 
而 复数 焦 不 是 . 

联 立 线性 方程 组 {sjmultancous linear equations); 两 个 或 多 
个 方程, 竺 个 刘 程 舍 有 -个 或 灾 个 未 知 数 . 竺 个 未 知 数 的 赛 砍 都 
是 1. 

平方 数 (square number): 等 于 某 个 自修 数 的 平方 的 白 然 
数 . 例 如 4 与 9 是 平方 数 , 外 为 它们 分 别 等 于 2 和 和 3 的 平方 . 

小 补 计 数 【slick-eounting)， 无 须 使 用 语言 的 一 种 计数 方 
法 -将 用 于 计数 的 物体 如 小 棍 或 卵石 等 ,与 被 计数 的 对 象 -- 对 一 
地 对 应 起 来 . 

WEARS (subitizing): 直接 感知 一 组 物件 有 多 少 的 能 力 . 

符号 代 雪 tsymbolic algebra): 指使 用 明确 定义 的 符号 而 不 
使 用 普通 诸 言 来 表述 的 代数 . 

+P Bee EE (syne M algebra}: 处 于 修辞 代数 与 符 导 
代数 之 癌 的 -种 代数 . 它 j 合 合用 符号 与 普通 语言 来 进行 代数 
的 表述. 

H (iag number): 用 来 代替 省 称 的 数 . 

SAP (Gally stick): 一 要 小 袖 , 被 分 成 等 长 的 阿部 分 .上 面 
有 刻 姿 以 记录 钱财 帐 当 这 两 部 分 放 在 一 起 时 , 刻 痕 应 完全 网 

定理 (iheorem): 从 公理 或 其 他 定理 演绎 出 的 陈述 或 公 
x. 

证 物 (token): FEZ TCA 8500 年 到 前 3000 年 间 西 亚 人 计 
数 时 使 用 的 小 陶器 ,用 于 记录 某 种 物 遇 的 集 台 的 基数 ， 

AS ARS (transcendental number): 不 能 作为 系数 为 有 理 煞 
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BS dX XX PA HER SES eK, Se BUE EUIS c BOE DR 

TRA (transfinite number): 无 限 集 合 的 基数 或 序数 . 

=A (trigonometry): 研究 一 前 形 的 边 长 与 苹 内 有 角 的 大 
小 癌 关 系 的 学 问 . 

二 元 计数 法 【two-eounting， 或 2-counting): 一 种 早期 的 计 
BOE ,使 用 等 价 于 "17 和 "27 的 两 个 数 词 点 它们 的 结 台 体 ， 

THY) Cuncoutable}: 称 一 个 无 限 集 是 不 可 数 的 , 如果 
其 元 于 不 能 一 对 --- 地 上 映射 到 自然 数 上 去 ， 

不 可 判定 的 【undecidable): 在 一 个 形式 化 的 数 系 或 好 辑 
体系 内 ,依据 该 体系 的 公理 无 法 证 明 也 不 能 否 证 的 命题 , 称 为 不 
可 判定 的 命题 . 


单 分 数 《unit fraction): 形 如 二 的 分 数 , 即 分 子 是 1 的 分 


数 . 
二 十 进位 制 数 系 【vigesimal number system): -种 基底 为 
26] 20 的 数 系 ,与 基底 为 10 的 印度 -阿拉 怕 数 系 不 阿 . 
良 序 的 《well-ordered): 一 个 集合 是 良 序 的 ,是 指 它 的 每 个 
子 集 ( 包 括 其 自贡 ) 都 有 一 个 首 元 素 . 空 集 被 认为 是 良 序 的 . 
Ẹ (zero): 空 集 的 基数 ;虽然 是 代表 上 无 的 符 切 ,但 在 位 值 制 
1] 数 系 中 有 点 位 的 作用 ,也 表示 数码 0. 
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